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G. Vanda brickor | )

[2 augusti ]

1. Lagg sju brickor pa rad som pa bilden nedan.
L _00e] | @
I ett drag far du vdnda pa tva intilliggande brickor. Kan du utfora drag och till

slut fa alla brickor med svart sida upp?
2. Givet positionen @®OOOO@@®O, ir det mojligt att till slut fa alla brickor med
vit sida upp? svart sida upp?

i) Giltiga drag ar att vanda pa tva intilliggande brickor.

i) Giltiga drag &r att vanda pa tva vilka som helst brickor.

ii1) Giltiga drag dr att vdanda pa tre brickor som ligger pa rad intill varandra.

3. Lagg fyra brickor pa rad, alla med svart sida upp. I ett drag far du vdnda pa
vilka tre brickor du vill. Kan du utféra drag och till slut uppna att alla brickor
ligger med vit sida upp?

4. Lagg istdllet fem brickor pd rad, alla med svart sida upp. I ett drag far du
vanda vilka fyra du vill. Kan du gora sa att alla brickor ligger med vit sida upp?

5. Tank att n brickor ligger med svart sida upp, dér n ar ett positivt heltal. I ett
drag vdnds n — 1 brickor, vilka som helst. Gar det att till slut fa alla med vit sida
upp?

6. Lagg 25 brickor schackmonstrigt i en 5 x 5-kvadrat. I ett drag véljer du tre

brickor som ligger pa rad, antingen i en rad eller kolumn, som du sedan vinder
pa. Kan du gora 5 x 5-kvadraten helt svartfargad? Kan du gora den helt vitfargad?

7. Lagg 16 brickor schackmonstrigt i en 4 x 4-kvadrat. I ett drag viljer du tre
brickor som ligger pa rad, antingen i en rad eller kolumn, som du sedan vander
pad. Kan du gora 4 x 4-kvadraten enfargad?

8. Aterigen, lagg 16 brickor schackmonstrigt i en 4 x 4-kvadrat. I ett drag far du
vianda pa alla brickorna i godtycklig 2 x 2—kvadrat och 3 x 3-kvadrat. Kan du
utfora drag och till slut fa en enfargad kvadrat?

9. Lagg 16 brickor sa som i figuren. Kan du gora bradet helt svart? I ett drag far
du
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vanda pd en hel rad
e vinda pa en hel kolumn

vdnda pd huvuddiagonalen eller antidiagonalen

vdnda pd ndgot parallellt med huvuddiagonalen eller antidiagonalen.

2. Vinkeljakt

[2 augusti ]

Matematiker holl pd med geometri redan under antika Grekland, de viktigas-
te verken inom geometri dr Euklides bocker “Elementa” som skrevs runt ar 300
t.Kr. och innehaller viktiga definitioner och bevis. Som all matematik baseras geo-
metri pd axiom, pastdenden som inte bevisas utan antas vara sanna. Dock maste
alla andra pastdenden efterat kunna hirledas fran dessa axiom. Inom geometri
anvander vi dem axiom som Euklides anvédnde i Elementa, dock dr det knappast
forvantat att hiarleda alla geometriska bevis fran dessa. Nar ni l6ser foljande upp-
gifter kan ni till exempel fritt anvdnda att vinkelsumman i en triangel dr 180° eller
att en likbent triangel har tva lika vinklar.

Nér man 16ser en uppgifti geometri lagger man oftast fokus pa vinklar. Vinklar
ar bekvdma att jobba med tack vare satser om parallella linjer och vinkelsummor
(till exempel i en triangel). Metoden heter vinkeljakt och iden dr att dverséatta all
given information till vinklar och sedan komma fram till en 16sning genom att
rdkna pa olika vinklar.

1. I'en triangel 4r 2- /A =3-ZB =6- ZC. Vad é&r triangelns vinklar?

2. 1 fyrhorningen ABCD é&r diagonalerna ritvinkliga. Vidare dr vinklarna ZACD =
30°, Z/BDA = 40° and ZDBC = 50°. Rikna ut vinkeln ZBCD.

3. Lat AB = AC i triangeln ABC. Bisektrisen fran B delar triangeln i tva likbenta
trianglar. Vad &r triangelns vinklar?

11



4. Lat AB = AC i triangeln ABC. Lat BE vara en av hojderna. Visa att 2- ZCBE =
ZBAC.

5. Visa att hypotenusan dr dubbelt sa ldng som en av kateterna i en ratvinklig
triangel om och endast om en av vinklarna &r 30°.

6. ABCD dr en symmetrisk parallelltrapets ddr AB och CD ér parallella och AD =
BC. Visa att om AC ér bisektrisen vid ZA sa dr AB = BC.

7. Lat AB vara en strdacka med mittpunkt M och 1at C vara en punkt i planet. Visa
att om ZCMA =90° sa dr CA = CB.

8. Lat AB vara en korda i en cirkel med mittpunkt O. Visa att linjen / som gar
igenom O och &r ratvinklig mot AB delar kordan i tva lika stora delar.

9. Lat linjen / tangera en cirkel med mittpunkt i O i punkten A. Visa att OA och
[ skdr varandra i en rét vinkel. (Tips: Visa att om linjerna inte skir varandra i en
rét vinkel kan / inte tangera cirkeln.)

10. Linjen / tangerar en cirkel med mittpunkt O vid punkten A. Kordan BC &r
parallell med /. Visa att AB = AC.

11. Lat A, B och C ligga pa en cirkel med mittpunkt O. Visa att ZABC = 90° om
och endast om AC ar en diameter av cirkeln.

12. I triangeln ABC &r /A = 90° och ZB = 15°. Lat AD vara en av hojderna. Visa
att BC =4-AD.

3. Spelteori |

[3 augusti ]

Du och en kompis spelar ett enkelt spel. Ni har tvd hogar med stenar; tre stenar
i den ena hogen och en enda i den andra. Ni turas om att gora ett varsitt drag. Ett
drag gar ut pa att vilja en hog och ta minst en sten frdn den hogen (man kan ta
fler om man vill). Man maste alltid ta minst en sten, och far aldrig ta fran flera
hodgar i samma drag. Vinner gor den som tar den sista stenen.

1. Vem kommer att vinna, du eller din kompis? Hur da; vilka drag gor ni? (Anta
att bade du och din kompis spelar sa bra som ni bara kan.)

2. Efter att ha 16st den forra uppgiften kdnns spelet orattvist. Ni valjer att istallet
borja med tva hogar med fem stenar i varje. Vem vinner nu?
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3. Vad hinder om ni har tvd hogar, bada med lika manga stenar i?
4. Utifrdn detta, vem vinner om ni har en hog med 6 stenar och en med 7?

5. Vem vinner om vi har tva hogar med valfritt antal stenar n och m? (Ledtrad:
anta att m > n > 0; fallet n = m har ni redan 16st)

6. Brajobbat! Da har vilost alla fall med tvd hogar. Men vad hdander om vi ligger
till fler hogar? Undersok fallet ndr vi har tre hogar: tva med n stenar och en med
m. Vem vinner nu?

Notation. Vi infor foljande notation: ett (a1,a2,a3,--- ,a,)-spel dr ett spel med
n hogar, dar hog nummer i har g; stenar. T.ex. dr det forsta spelet vi undersokte
(med 1 respektive 3 stenar i hogarna) ett (1,3)-spel (eller (3,1)-spel; ordningen
spelar ingen roll).

7. (a) Vem vinner ett (2,2,7,7)-spel?
(b) Vem vinner ett (3,3,4,5)-spel?
(c) Vem vinner ett (3,3,3,3,4,5)-spel?

(d) Vem vinner ett (3,3,4,5,4,5)-spel?
Undersok nu den klass av spel som har hogar med tvapotenser:
8. Vem vinner ett (1,2,4)-spel?
9. Vem vinner ett (1,2,4,8)-spel?

10. Hitta en strategi som kan vinna vilket spel 7, = (1,2,4,---,2") som helst.

Extrauppgifter
11. Anpassa er strategi till spel #;, = (2,4, ---,2") (dvs. t, med ett-hogen borttagen).

12. Hitta en strategi for spelen ¢, = (1,1,2,4,---,2"). Jamfor hur strategin paver-
kas av att ldgga till en ett-hog och att ta bort ett-hogen.

13. Spelar det ndgon roll om det &dr ett-hdgen vi tar bort eller dubblerar? Vad
hénder om vi istéllet tar 2-hogen etc.?

14. Vad hdander om vilagger till fler kopior av en hog viredan har? T.ex. (1,2,2,2,4)?

15. Hitta den vinnande strategin for ett godtyckligt tvdpotens-spel (dvs. spel dar
alla hogar ar en tvapotens).

16. Hur kan ni passa in hdgar som inte dr tvdpotenser? Forsok att anpassa er stra-
tegi sd att ni kan 16sa t.ex. (1,2,4,5)-spelet. (Ledtrdd: hur ser femman ut skrivet
som tvapotenser?)

13



4. Randyvilkel och Tangetkorda

[3 augusti ]

1. A, B och C ligger pa en cirkel med mittpunkt O sd att O och C ligger pd samma
sida av linjen AB. Visa att ZAOB =2 - ZACB.

2. A, B och C ligger pa en cirkel med mittpunkt O s att O och C ligger pa olika
sidor av linjen AB. Visa att ZAOB =2 - (180 — ZACB).

3. Lat A, B, C och D ligga pa en cirkel sd att C och D ligger pd samma sida av
linjen AB. Visa att ZACB = ZADB.

4. LatA, B, C och D ligga pa en cirkel sa att B och D ligger pa olika sidor av linjen
AC. Visa att ZABC + ZADC = 180°.

Satserna ovan kallas for randvinkelsatsen och dr oerhort viktiga. Den later
oss flytta runt vinklar langst en cirkel, om vi kan rdkna ut randvinkeln av en
korda AB vet vi sedan ZAPB for alla punkter P pa cirkeln. Fallet ddr AB dr en
diameter av cirkeln och ZAPB = 90° &r ett sarskilt viktigt fall av denna sats, de
forsta uppgifterna behandlar mest detta fall.

5. Lat AB vara en korda av en cirkel med mittpunkt O. Visa att cirkeln med dia-
meter AO delar AB i tvd lika delar. (Tips: tank pd uppgift 8 fradn vinkeljakts upp-
gifterna.)

6. Lat P vara en punkt innanfor cirkeln . Visa att mittpunkterna av de kordorna
som innehdller P ligger pd en cirkel.

7. Lat AB vara en diameter av en cirkel och 1at AC vara en korda. Forling kordan
till punkten D sa att CD = AC. Visa att triangeln ABD ér likbent.

8. Lat cirklarna @; och @, skdra varandra i punkterna A och B. Lat AC och AD
vara diametrar av cirklarna. Visa att B, C och D ligger pa en linje.

9. Lat ABCD vara en parallelltrapets inskriven i en cirkel ddr AB och CD &r paral-
lella. Visa att AD = BC.

10. Lat ABCDE vara en femhorning sd att BCDE dr en kvadrat med mittpunkt O
och s att ZA = 90°. Visa att AO ar en bisektris av Z/BAE.

11. Fyrhorningen ABCD ligger pa en cirkel med centrum O sa att AOB = 2o och
COD = 2. Lat linjerna AC och BD skira varandra i punkten E. Rdkna ut vinkeln
ZAEB.

12. Lat triangeln ABC ligga pd en cirkel w. Hojderna frdn B och C skar cirkelni D
och E. Visa att AD = AE.

13. Cirklarna @; och @, skdr varandra vid A och B. Lat P vara en godtycklig
punkt pa w; och It linjerna PA och PB skira @, vid punkterna C och D. Visa att
langden av CD &r oberoende av valet av punkten P.

14



14. Lat AB vara en korda av en cirkel med mittpunkt O sd att ZAOB = 2a. Lat
linjen / tangera cirkeln vid punkten A. Visa att AB och [ skdr varandra med en
vinkel o.

Satsen ovan kallas tangentkorda-satsen och hjdlper oss med att hantera tan-
genter vid vinkeljakt. En intressant tanke &r att se tangentkorda satsen som ett
specialfall av randvinkelsatsen. Om vi later punkten C i randvinkelsatsen g& mot
punkten A langst cirkelns rand kommer linjen AC att ga mot tangenten vid A.

15. Lat triangeln ABC vara inskriven i en cirkel. Tangenten vid A skar linjen BC
vid punkten D. Rdkna ut ZADB givet att ZB = f3 och ZC =Y.

16. Cirklarna @; och @, skér varandra i punkterna A och B. Lt [ vara godtycklig
linje genom A. Denna linje skér cirklarna i punkterna C och D, tangenterna vid C
och D skér varandra vid E. Visa att ZCED &r oberoende av valet av linjen /.

5. Vanda brickor i

[4 augusti ]

1. I 6vre vénstra hornet pa ett 8 x 8-brdde sitter nio grashoppor lugnt och frid-
fullt i nio sma rutor, se figur 5.1. Dessa grashoppor onskar flytta till det férlovade

*x | x| x

*x | x| x

*x | x| x

Figur 5.1: Nio sma grashoppor.

landet i oster. I varje flytt deltar precis tva grashoppor, den ena star still och blir
hoppad 6ver, den andra hoppar och landar symmetriskt kring den som den hop-
pade over. Alla symmetriska drag dr godkédnda sd lange de hamnar inom bradet
samt sa lange det som mest stdr en grashoppa i en ruta.

15



Kan grashopporna flytta dsterut till den 6vre 3 x 3-delkvadraten i hogra hor-
net? Kan de flytta sydost den undre?

2. Lagg 25 brickor i en 5 x 5-kvadrat alla med svart sida upp. Vand pa en av
brickorna, vilken du vill. Denna bricka kallar vi for startbrickan. Fran denna bricka
vand en till bricka pa springaravstind. Upprepa. Kan du till slut ha gjort kvadraten
enfargad och 4ven nd startbrickan fran den bricka du sist vande?

3. Lagg brickor schackmonstrigt i en 4 x 4-kvadrat. I ett drag far tva intilliggande
brickor vandas. Kan kvadraten bli enfargad?

4. Lagg brickor schackmonstrigt i en 4 x 4-kvadrat. I ett drag far tre intilliggande
brickor pd samma rad eller kolumn vidndas. Kan kvadraten bli enfargad?

5. Tank er att ni har brickor schackmonstrigt utplacerade i en 8 x 8-kvadrat. I
ett drag far tre intilliggande brickor pa samma rad eller kolumn véandas. Kan
kvadraten bli enfargad?

6. Uppskattningar och uppdelningar

[4 augusti ]

1. Kan man sétta ut stjarnor i vissa rutor pd en 10 x 12-tabell (10 rader och 12
kolumner) pa sa sitt att det finns exakt 7 stjarnor i varje rad och exakt 5 stjarnor i
varje kolumn?

2. Fyra vanner kom hem frdn att ha fiskat. Varje par av vanner rdknade ihop hur
manga fiskar de hade fatt tillsammans. Man fick foljande tal: 7, 9, 14, 14, 19, 21.
Kan man lista ut hur manga fiskar var och en av vdnnerna fiskade upp?

3. I en 3x3-kvadrat star det tal i rutorna. Summan av alla talen ar lika med 100.

(a) Visa att man kan stilla ut tre torn i kvadraten som inte hotar varandra sa att
summan av talen pd rutorna de star pd dr dtminstone 33.

(b) Visa att om alla talen &r heltal, sd kan man stélla de tre tornen pa sa sétt att
summan av talen de stdr pd dr dtminstone 34.

4. P4 en cirkel star 100 tal. Summan av alla talen ar lika med 1. Kan summan av
tre pa varandra foljande tal i cirkeln alltid vara negativ?

5. Pa en cirkel star alla heltalen fran 1 till 23, kanske i oordning. Visa att det finns
tre tal som foljer efter varandra pa cirkeln vars summa ar dtminstone 33.
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6. 7 barn i ett volleybollag véager 332 kg tillsammans (man behover inte viga ett
helt antal kilon). Visa att man kan vilja tre barn som tillsammans viger minst 142
kg.

7. Pa Erkenlaboratoriet finns det 20 medarbetare. Varje morgon finns det nagra
par av dem som skakar hand med varandra, kanske olika par olika morgnar. P4
en manad skedde exakt 2019 handskakningar. Visa att man kan vilja en grupp
med 7 medarbetare sa att det inom gruppen har skett dtminstone 224 handskak-
ningar.

8. Det finns 10 soldater i en trupp. Var och en av de 100 dagarna de var i tjanst
sd var det fyra av dem som ansvarade for att laga middag. Visa att det finns ett
par soldater som lagade middag ihop dtminstone 14 génger.

9. Det finns tvd halsband med 100 vita och 100 svarta parlor i varje. Stina vill
lagga ena halsbandet ovanpd det andra (det gar bra att vanda och vrida halsban-
den) pa sd sétt att s manga av parlorna som mojligt av samma farg sammanfaller.
Vilket dr det storsta antalet ssmmanfallande péarlor som Stina kan garantera?

Extrauppgifter

10. P4 en cirkel stédr talen 1, 2, 3, ..., 10 i ndgon ordning. Eskil rdknade ut 10
summor utav alla tripplar av tal som kommer efter varandra och skrev upp den
minsta summan pa tavlan. Vilket dr det storsta mojliga talet som kan std pa tav-
lan?

11. Rutorna pd en n x n - tabell &r fyllda med talen 1 till n och det finns n kopior
av varje tal. Visa att det finns en rad eller kolumn som innehaller atminstone +/n
olika tal.

7. Spelteori ll

[5 augusti ]

Fangarnas Dilemma. Du och din vén har rdnat en bank tillsammans. Polisen
vill att du ska tjalla pa din kompis. Om du gor det s lovar de att hen far hela skul-
den, och kommer domas till fangelse i atta ar, medan du kommer ga fri. Du antar
att polisen ger din kumpan samma erbjudande, och att om ingen av er skvallrar
sa kommer ni bdda dommas till ett ar i fangelse. Om ni bada skvallrar s kommer
ni bada fa 6 &r var i finkan.
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1. Du och din van kan inte kommunicera med varandra. Du vet inte vad hen
kommer gora.

(a) Vad ska du gora for att se till att du hamnar i finkan sa kort tid som mgojligt
(men utan att bry dig om hur ldnge din kompis sitter ddr)? Spelar det ndgon
roll vad din kumpan vdljer att gora?

(b) Anta att din van ocksd kommer forsoka minimera sin egen fangelsetid. Hur
kommer spelet dé sluta?

2. Du blir arg och kommer pa ett tredje alternativ - du skulle kunna spotta po-
lisen i ansiktet. I sa fall kommer du fa 11 r i fangelse oavsett vad din kumpan
viljer, och hen far samma straff som om du inte skvallrade. Andrar det hir resul-
tatet av spelet? Varfor eller varfor inte?

Resultat-matris. Ett bra hjalpmedel ndr man analyserar spel som dess dr en
resultatmatris. Detta &r en tabell ddr kolumnerna motsvarar ena spelarens alter-
nativ och raderna motsvarar den andra spelarens alternativ. I varje ruta skriver
man in hur manga podng/straff varje spelare fdr om de tar dessa alternativ. T.ex.
ar resultatmatrisen for Fingarnas Dilemma:

skvallra inte | skvallra
skvallra inte 1,1 8,0
skvallra 0,8 6,6

Definition 1. En strategi dr en beskrivning av alla alternativ en spelare kommer
att védlja i ett spel. (Detta dr sa kallade rena strategier - blandade strategier defi-
nieras nedan.)

3. Modifiera matrisen till FAngarnas Dilemma genom att ldgga till nya rader
och/eller kolumner sa att utfallet blir ett annat!

Gissa krona. I spelet Gissa Krona sa har den forsta spelaren tva strategier - an-
tingen véljer hen krona eller klave. Den andra spelaren ska nu gissa vilken strategi
den forsta spelaren valde. Om hen gissar rétt vinner hen en krona fran den fors-
ta spelaren - om andra spelaren gissar fel far hen istéllet ge en krona till forsta
spelaren.

Definition 2. En strategi dr dominant om den aldrig ger spelaren ett simre resultat
dn alla andra strategier hen kan vilja, oavsett vad den andra spelaren viljer.
En strikt dominant strategi ger alltid strikt battre resultat 4n de andra mojliga
strategierna.

4. Visa att det inte finns ndgra dominanta strategier i sten-sax-pase!

5. Finns det ndgra dominanta strategier i Gissa Krona eller Fingarnas Dilemma?
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Dejtkampen. Du ska pa dejt i kvill, men ni har inte bestdmt vart ni ska gd och
du har glomt din mobil. Du géar helst pd bio och din dejt gar helst till en ndjespark.
Om ni bdda gér till samma stélle s& kommer den som helst ville g dit fa 4 roliga
timmar, den andra far 1. Om ni gar till olika sa far ni inga kul timmar alls.

6. Har Dejtkampen ndgra dominanta strategier?

Definition 3. En Nashjimuikt uppstar i ett spel nédr alla deltagare har valt en stra-
tegi, och ingen deltagare kan vinna nagot pa att byta strategi sjalv (dvs. utan
att ndgon annan byter strategi).

7. Har foljande spel ndgon eller ndgra Nashjamvikter? Vilka i s& fall?
(a) Fangarnas Dilemma?
(b) Gissa Krona?
(c) Dejtkampen?
(d) Sten-sax-pase?

Blandade strategier. I en blandad strategi har en spelare givet en viss chans till
varje ren strategi. T.ex. kanske fangen viljer att skvallra med sannolikhet % och
att inte skvallra med sannolikhet .

8. Viska nu analysera Gissa Krona och forsoka hitta en Nashjamvikt:

(a) Antag att gissaren i gissa krona har en blandad strategi ddr hen viljer kro-
na med sannolikhet p. Vilken strategi ska du da vélja for att maximera din
genomsnittliga vinst?

(b) Givet det ovan, vilket vdrde pa p kommer din motstdndare vélja?

(c) Vilket vdrde ska du vélja pa din sannolikhet g for att vélja krona for att inte
motspelaren ska kunna vinna mer dn 50% av gangerna?

(d) Finns det ndgon Nashjamvikt har med blandade strategier?
9. Bevisa:

(a) om bada spelare har en strikt dominant strategi s har spelet precis en Nashjam-
vikt.

(b) ett spel kan ha en Nashjamvikt utan att ndgon spelare har en dominant stra-
tegi. (Skapa ett exempel!)

10. Antag att vi fran ett spel tar bort en dominerad strategi i taget. Bevisa att om
det bara finns en strategi per spelare kvar i slutet s motsvarar de en Nashjamvikt
i det ursprungliga spelet (dvs. spelet innan vi borjade ta bort strategier).

11. Vimodifierar Dejtkampen genom att ge dig ett nytt alternativ: innan ni valjer
vart ni gar kan du vélja att minska ditt antal kul timmar med 2, oavsett var ni gar.
Din dejt far veta om du har valt att sabba innan hen véljer vart den ska ga.
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(a) Hur manga rena strategier far varje spelare nu?
(b) Hitta en Nashjamvikt i det hir spelet nédr ni bada anvédnder rena strategier.

12. Anvand forhdllandet mellan hur kul du har de i de olika fallen for att hitta
en Nashjamvikt med blandade strategier i Dejtkampen.

8. Matematisk yatzy

[5 augusti ]

Kombinatorik

1. (10) Borgmaéstaren bestamde att 2019 hus i ett omrade skulle mdlas om sa
att atminstone 1000 hus ar roda och dtminstone 1000 dr grona. Hur ménga olika
targer kan en malare som mest anvanda for att slutfora uppdraget? (Ett hus har
endast en farg).

2. (20) P& hur manga sétt kan en 3x5-rektangel delas upp i 1x3-rektanglar? (Sat-
ten som man far frdn varandra genom att behova rotera eller spegla rektangeln
raknas som olika.)

3. (30) En 4x4-tabell fylls upp med hjilp av Minrdj-regler, dvs minor placeras i
vissa ruta och sedan fdr varje tom ruta en siffra som talar om antalet minor som
finns intill rutan (endast ortogonalt). Vilken dr den storsta mojliga summan pa
dessa siffror som man kan fa?

4. (40) I ett bostadshus finns det n bostadsratter och totalt bor det n katter och n
hundar i huset. Varje bostadsritt har olika uppsattningar djur (om man bara ser
till antal och sort). Vilket dr det storsta mojliga vardet pa n?

5. (50) Simon och Selma skriver upp fyrsiffriga tal. Simon skriver upp tal dér
forsta siffran dr lika med summan av de ovriga tre, Selma skriver upp tal dar
sista siffran ar lika med summan av de 6vriga tre. Vem kommer att skriva upp
fler tal och hur médnga fler?
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Textuppgifter

6. (10) Kackerlackan Egon deklarerar att han kan springa med hastigheten 50
m/min. Det visade att ingen trodde pd honom och det var med rétta, for att han
hade blandade ihop det. Han trodde att meter var 60 cm och att en minut bestod
av 100 sekunder. Vilken hastighet (i vanliga m/min) har kackerlackan Egon?

7. (20) En snickare sdgade upp ett schackbrédde i rutor pd 70 minuter. Hur lang
tid tar det for honom att sdga upp ett likadant brade i 2x2-kvadrater?

8. (30) En 3x3-tabell fylldes med talen 1 till 9 (varje tal forekom en gang) och man
riaknade ut alla rad- och kolumnsummor. Vilket dr det storsta mojliga antalet pa
varandra f6ljande tal som kan finnas bland dessa summor?

9. (40) Erland och Micke har n mynt var. Varje mynt &dr vért 1 cent, 50 cent eller 1
euro. Det visar sig att bada har lika mycket pengar men inte en likadan uppsitt-
ning mynt. Vilket dr det minsta n s att detta 4r mojligt?

10. (50) I'enregional tavling deltar 16 volleybollag. Var par av lag moter varandra
tva ganger. Det dr de 8 basta lagen som gar vidare till SM. Man ordnar lagen efter
antalet vinster och om vissa har vunnit lika manga sa dr det slumpen som avgor
i vilken ordning de kommer. Det finns inget oavgjort i volleyboll. Vilket ar det
minsta antalet vinter som garanterar att man tar sig vidare till SM?

Algebra

11. (10) For talen a och b giller (a+b)(a+b— 1) = ab och a> — b* = 3. Bestim
vardet av a® — b°.

12. (20) For heltalen a,b,c och d géller att % = % och ad = 60. Bestam produk-
ten av alla de fyra talen.

13. (30) Det finns tre olika tal a, b, ¢ sddana att likheterna a® — bc = b*> —ac = c¢> — ab.

a b c
Bestdm alla varden som uttrycket + + kan anta.

b+c a+c a+b

=5
14. (40) Bestdm alla 16sningar till ekvationssystemet {:T‘ |+ !y: |
x| —y| =

dar |x| star for absolutbeloppet av talet x.

= 20.

1
X

15. (50) For de positiva talen x,y,z giller det att xyz =1, x-i-% =5 y+
Bestdm z + %

Heltal

16. (10) Bestdm det minsta positiva heltalet n for vilket talet (n+ 1)(n+2)(n+
3)(n+4) ar delbart med 1000.

17. (20) Hitta alla rektanglar med heltalssidor vars area har samma vdrde som
dess omkrets.
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18. (30) Négra positiva heltal multiplicerades med varandra och man fick sva-
ret 224. Det minsta av talen var hélften sa stort som det storsta. Hur manga tal
multiplicerades?

19. (40) Bestdm tre olika positiva heltal ddr ingen dr storre dn 16, sd att summan
av deras inversa vérden dr lika med 3.

20. (50) Hur manga positiva heltal n mindre dn 1000 finns det sddana att 2" — n?
ar delbart med 7?

Geometri
21. (10) Dela upp en 1x1-kvadrat i sju rektanglar som alla har omkretsen 2.

22. (20) I en likbent triangel ar bisektrisen till en av basvinklarna lika ldang som
basen. Bestdm triangelns vinklar (i grader).

23. (30) P4 ett rutat papper har man markerat fyra gitterpunkter som markerar
hornen pd en 4x4-kvadrat. Markera tva gitterpunkter till och f6rbind dem med en
sjdlvslutande bruten linje sa att sexhérningen som bildas har den minsta majliga
arean av alla.

24. (40) I triangeln ABC har man valt punkten K pa sidan BC sa att /BAK =24°. P&
strackan AK har man markerat punkten M sa att ZABM = 90°,AM = 2BK. Bestdm
vinkeln B.

25. (50) Ett snore viktes ihop i tredjedelar, sedan viktes den ihop till tredjedelar
igen. Dérefter klippte man upp snoret utan att klippa pd ndgon punkt ddar man
vikte. Snoren foll isdr i bitar, varav tvd har langderna 2 cm respektive 6 cm. Be-
stdim hur ldngt snoret kunde ha varit fran borjan?

9. Spelteori lll

[7 augusti ]

Under den hér lektionen antar vi att bdda spelarna alltid spelar sd bra de kan.
Alltsd nér jag fragar “vem vinner” sd menar jag vem kan vinna, oavsett vad motstin-
daren gor?

Vattenfall. Spelet Vattenfall spelas pd ett rutndt med rader och kolumner. Varje
ruta kan vara antingen tom eller ha en markor i sig. Tva spelare turas om att gora
ett drag - den forsta spelaren som inte kan gora ett drag forlorar.
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Nar en spelare ska gora ett drag borjar hen med att vélja en markor. (Finns det
ingen markor kvar har hen forlorat.) Hen tar bort den valda markoren och gar
sedan igenom alla rutor under den borttagna markoren i samma kolumn. I varje
ruta far hen vélja om den vill lata rutan vara oférandrad, eller ta bort den markor
som ev. ligger dér eller, om rutan dr tom, ldgga dit en ny markor.

1. Vem vinner foljande speluppsittningar (x &r markorer):

X
(a)
X
| X | X
(b)
X
(€ | x| x
X | x

2. Antag att nér spelet borjar ligger bara tva markorer pa planen.
(a) Vem vinner om ni lagger dem i samma kolumn?
(b) Skapa en speluppsattning med tva kolumner som forsta spelaren vinner.
(c) Skapa en speluppsittning med tvd kolumner som andra spelaren vinner.

(d) Formulera en regel som berdttar vem som kommer vinna ett spel som borjar
med bara tva markorer.

3. Antag att vi har ett spel dar alla n markorer ligger i samma rad.
(a) Vem vinner?

(b) Antag att vildgger till en markor i en annan rad i ndgon av de n kolumnerna.
Hur paverkar det vem som vinner?

(c) Vad hiander om vi istillet ligger den nya markoren i en ny kolumn?

4. Séag att viiborjan har n markdorer i en rad och m markorer i en annan samt att
ingen kolumn har tva markorer. Vem vinner da?

5. Antag istdllet att vi har ett spel med n markorer, alla i samma rad. I m <n
kolumner som redan har en markor lagger vi en till markor pa en nya rad, sa att
pd en alla de nya markorerna hamnar i samma rad. Vem vinner d&?

6. Om det enda ni vet om ett spel dr att det i varje rad finns ett jimnt antal
markorer, kan ni dd sdga vem som vinner?

7. Om det ér sa att alla rader utom en har ett jamnt antal markorer, vem vinner
da?
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8. Bevisa att om det finns ndgra rader med ett udda antal markorer sa kan man
alltid i ett enda drag gora sd att alla rader far ett jamnt antal markorer!

9. Vilken &dr den vinnande strategin for Vattenfall?

Extrauppgifter

10. Vi infor foljande notation for Vattenfall:

1. En kolumn beskrivs uppifran och ner med 0 om rutan dr tom och 1 om den
har en markor.

2. En tabell beskrivs genom att beskriva kolumnerna och siatta komman mellan
dem.

T.ex. blir tabellen fran 1a. “100,001”.

(a) Hur beskrivs tabellen fran 1b?

(b) Hur beskrivs tabellen frdn 1c¢?

11. Hur beskrivs ett spel med n markorer, alla i samma rad?

12. Hur skulle man kunna 6versétta en “Vattenfalls-beskrivning” till de spelbe-
skrivningar vi anvande 3 augusti? Hur skulle t.ex. ett (2,4, 8)-spel se ut i Vattenfalls-
notation?

13. Kan ni anvdnda detta for att 16sa spelet frdn den 3e augusti?

14. Cirkelspel. Det hir spelet spelas med ett papper med en cirkel pa och nagra
markorer (alla markorer maste vara likadana, men annars spelar det ingen roll
hur de ser ut, sd lange de far plats i cirkeln). De tva spelarna turas om att gora
varsitt drag. Ett drag gdr ut pa att lagg en av markorerna i cirkeln. Markorerna far
inte nudda cirkelns kant, och de far aldrig ligga pa varandra. Man fér inte heller
flytta redan lagda markorer. Den forsta spelaren som inte kan hitta en plats att
lagga en markor pd forlorar.

En spelare har en vinnande strategi - vilken? Vad éar strategin?
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@0. Cykliska fyrhorningar

[7 augusti ]

For 3 godtyckliga punkter som inte ligger pa en linje finns det en cirkel som
gdr igenom alla 3 av dessa. Detta dr dock inte sant for 4 godtyckliga punkter (taink
till exempel pd ett parallellogram). Om 4 punkter A, B, C och D faktiskt ligger pa
en cirkel kallas fyrhorningen ABCD {or en cyklisk fyrhorning. Frdn randvinkelsat-
sen dr det uppenbart att om ABCD &r cyklisk sa ar ZACB = ZADB. Det &r ingen
overraskning denna implikation d@ven géller 4t det andra hallet.

1. Lat C och D ligga pa samma sida av linjen AB sa att ZACB = ZADB. Visa att
fyrhérningen ABCD &r cyklisk.

2. Lat B och D ligga pa olika sidor av linjen AC sé att ZABC + ZADC = 180°. Visa
att ABCD iar cyklisk.

Cykliska fyrhorningar dr det starkaste redskapet inom vinkeljakt, de forekom-
mer inom de allra flesta tdvlingsproblem. En mycket rimlig probleml6snings stra-
tegi dr att rita en bra bild (med passare och linjal) och sedan kolla vilka fyrhor-
ningar som ser cykliska ut. Cykliska fyrhorningar dr sa anvandbara tack vare hur
mycket information de innehdller. Om vi lyckas bevisa att ZACB = ZADB foljer
alla foljande pastaenden.

e /ABC = 180° — ZADC,
e /ABD = /ACD,
e /BAC = /BDC,
e /BAD = 180° — /BCD,
e /CAD = /CBD.

Sa fran att ha bevisat ett pastdende foljer 5 nya!
3. Rédkna ut vinkeln ZDAB fran uppgift 2 i vinkeljakts uppgifterna.

4. Lat ABCD vara en symmetrisk parallelltrapets ddar AB och CD é&r parallella och
AD = BC. Visa att ABCD ir cyklisk.

5. Lat AD och BE vara tvd av hojderna i triangeln ABC. Visa att ZABE = ZADE.

6. Triangeln ABC &r inskriven i cirkeln w. Linjen / 4r parallell med tangenten vid
A och skdr AB och AC vid punkterna D och E. Visa att BCED ér cyklisk.

7. Lat w; och m, vara tva cirklar utan skdrningspunkter. Kordan AB av @; och
CD av ay dr parallella. AC skér w; vid E och BD skdr w; vid F. Visa att CDFE ar
cyklisk.

8. Triangeln ABC har en rit vinkel vid A. En cirkel med mittpunkt pa sidan AB
som gar igenom punkten B skidr AB och BC vid D och E. Visa att ZAED = ZACD.
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9. Cirklarna w; och @, skdr varandra i punkterna A och B. En linje genom A skér
®; och @, i C och D. En linje genom B skér w; och @, i E och F. Visa att CDFE ar
en parallelltrapets.

10. I triangeln ABC dr AD en av hojderna. Lat E och F ligga pa AB och AC s4 att
DE | AB och DF | AC. Visa att ZFBE = /FCE.

@1. Vénda brickor IlI

[8 augusti ]

1. Lagg nagra spelbrickor pa bordet; en del med svart sida upp och en del med
vit sida upp. Med brickorna spelar tva spelare ett spel mot varandra. I ett drag
tas tva brickor bort fran bordet. Om tva likadana brickor togs bort maste en svart
bricka laggas tillbaka. Om tva brickor av olika farg tas bort maste en vit bricka
laggas tillbaka.

Spelet spelas till dess att bara en bricka finns kvar. Spelare ett vinner om denna
bricka &r svart, spelare tva vinner om den dr vit. Vem vinner spelet om bada
spelarna spelar perfekt?

2. Tvéa spelare turas om att ldgga spelpjdser i hornen pd en regelbunden 9-horning.
I ett drag far spelaren sjdlv vilja vilken farg brickan ska ha upp. Spelet ar slut nar
alla hornen har fatt en bricka pa sig.

Spelare ett vinner om det finns brickor av samma farg som ligger i hornen av
en likbent triangel. Annars vinner spelare tvd. Vem vinner spelet om bada spelar
perfekt?

3. Tvéa spelare turas om att lagga brickor i en tom 4 x 4-kvadrat. I ett drag véljer
spelaren sjdlv om hen ska lagga ner brickan med svart eller vit sida upp.

Den som i ett drag forst skapar en enfargad delkvadrat av storlek 2 x 2 forlorar.
Vem vinner spelet?

4. Tva spelare turas om att lagga spelbrickor i en tom 3 x 9-rektangel. I ett drag

véljer spelaren sjdlv om hen vill ldgga brickan med svart eller vit sida upp.
Spelare ett vinner om hen kan undvika att det skapas en delrektangel vars

horn har samma farg. Annars vinner spelare tvd. Vem vinner vid perfekt spel?

5. Tva spelare turas om att lagga spelbrickor i en tom 3 x 7-rektangel. I ett drag
véljer spelaren sjdlv om hen vill ldgga brickan med svart eller vit sida upp.
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Spelare ett vinner om hen kan undvika att det skapas en delrektangel vars
horn har samma farg. Annars vinner spelare tva. Vem vinner vid perfekt spel?

Extraproblem

6. Tva spelare liagger spelbrickor i en tom jittestor 15 x 15-kvadrat. I ett drag
lagger en spelare en bricka med en av tre tillgidngliga farger (sdg svart, vit och
rod) uppat. Spelaren viljer sjdlv vilken farg hen vill.

Spelare ett vinner om det nagon géng skapas tva kolumner som innehaller
lika manga brickor av ndgon av fargerna.

@2. Cykliska fyrhorningar Il

[8 augusti ]

1. Lat w234 vara fyra cirklar sd att @; och w3 tangerar @, och 4. Visa att de fyra
tangeringspunkterna ligger pa en cirkel.

2. Lat w5 3 vara tre cirklar och / en linje sd att w; och ws tangerar w, och /. Visa
att de fyra tangeringspunkterna ligger pa en cirkel.

Dessa tva uppgifter ar vildigt lika varandra, nédstan sd pass att vi skulle vilja
kalla de for samma uppgift. Detta ar faktiskt inte helt fel, vi kan 1ta radien av
cirkeln w4 gd mot odndligheten, i detta fall gar w4 mot [ och de fyra tangerings-
punkterna forblir cykliska. Att betrakta en linje som en cirkel med en valdigt stor
radie kan ibland vara anvandbart, tyvéarr dr en djupare diskussion om detta tema
overkurs, men jag kan djupt rekommendera alla intresserade att ldsa ndgot om
geometrisk inversion dér liknande idéer tas upp.

3. Lat A,B,C,D,X,Y,Z,W vara 8 punkter i planet s att ABYX, BCZY, CDWZ,
DAXW och XYZW alla ar cykliska. Visa att ABCD ér cyklisk.

4. Lat D, E och F vara punkter pd sidorna BC, CA och AB i triangeln ABC. Visa att
de tre cirklarna som gér igenom AEF, BFD och CDE har en gemensam punkt.

5. Lat O ligga i origo och A och B ligga pa den positiva y-axeln. Lat P vara en
punkt pd cirkeln med diameter AB. Linjen PA skir x-axeln vid Q. Visa att ZPQB =
ZPOB.

6. E och F ligger pd sidan BC av fyrhorningen ABCD. Vi ar givna /BAE = ZCDF
och ZEAF = /FDE. Visa /FAC = ZEDB.
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7. Lat O ligga innanfor parallellogrammet ABCD sa att ZAOB + ZCOD = 180°.
Visa att ZOBC = Z0DC.

13. Vanda brickor il

9 augusti

1. En magiker lagger fram ndgra trolleribrickor pa ett bord. Trolleribrickorna har
tva identiska sidor, bortsett fran att en sida ar svart och att en ar vit.

Magikern tar pa sig en 6gonbindel och ber ndgon ur publiken att vinda och
flytta runt pd brickorna hur mycket hen vill. Nadr dskadaren dr fardig ber magi-
kern om att f4 veta hur manga brickor som ligger med vit sida upp.

Efter att dskddaren berdttat hur mdnga som lag med vit sida upp, tar magikern,
fortfarande med 6gonbindel pa, och delar brickorna i tvd hoger med lika manga
vita pjdser i bada. Hur gjorde magikern for att lyckas med tricket?

2. Nuber magikern en dskadare att 1agga ut fyra trolleribrickor pd rad pa bordet,
sa att det finns dtminstone en bricka av varje firg.

Magikern forklarar att hen ska ordna sa att alla brickor ligger med samma
sida upp. Vidare sdger hen att det enda hen far gora ar att stélla frdgan ‘ligger alla
brickor med samma sida upp?’, och att hen far vianda pa brickorna hur mycket
hen vill. Magikern har lyckats nédr den arliga dskddaren svarar ‘ja’.

Hur kan magikern gora for att (garanterat) lyckas med tricket? Om magikern
ar riktigt skarp, hur manga ganger behover hen fraga om brickorna ligger med
samma sida upp?

3. Hur kan magikern gora om hen istillet ber dskddaren att fran borjan lagga ut
fem brickor?

4. Magikern ber nu en dskadare att lagga ut sex brickor pd bordet, sa att dtminsto-
ne en bricka med varje farg forekommer. Magikern forklarar att hen ska ordna sa
att det till slut finns tre vita och tre svarta brickor, och att det enda hen far gora ar
att vanda brickor samt fraga “dr det tre vita och tre svarta pa bordet?’.

Om dskadaren svarar 'nej’ vander magikern pa vissa av brickorna och fragar
igen. Visa att magikern kan lyckas med tricket. Hur médnga fragor behover magi-
kern stélla?

5. Magikern har nu placerat ett trolleribrade i form av ett papper med fyra sma
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markeringar pa sitt bord. Dessa markeringar befinner sig i hornen pa en kvadrat,
och ska snart blir tickta med trolleribrickor.

$ 4
+ 4+

Ett trolleribrade.

Magikern ber ndgon av askddarna att komma fram till bordet och placera ut
en bricka per markering, sa att det d&tminstone finns en bricka av varje farg. Ma-
gikern forklarar att det trick hen ska utfora slutar med att alla brickor ligger med
samma farg upp. Vidare berdttar magikern att det enda hen far gora ar att van-
da pa brickor, vilka hen vill, och efter hen vént fardigt frdga askddaren 'ligger
alla brickor med samma farg upp?’. Om det ar sant ska askddaren svara ‘ja” och
publiken ska klappa hinderna.

Om det &r falskt ska dskddaren svara 'nej’. Magikern berattar till sist att efter
ett ‘nej’-svar far askddaren rotera pappret med spelpjdserna ett fjardedels varv,
tva fjardedels vars eller tre fjardedels varv om hen sa onskar. Efter en eventuell
rotation av pappret vinder magikern pd nagra brickor och frdgar om “alla brickor
dr med samma sida upp?’.

Fragor att attackera i ndgon ordning:

(@) hur kan magikern gora for att (garanterat) lyckas med tricket?

(b) hur médnga ganger behover magikern stilla fragan ligger alla brickor med
samma sida upp?’ som mest?

(c) sdg att askadaren vill att magikern ska ordna sa att alla brickor ligger med
svart sida upp, och inte bara att alla brickor ligger med samma sida upp.
Kan magikern klara av detta?

(d) om ja, hur mdnga ganger behdver magikern fraga som mest?
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@4. Triangelns mittpunkter

[9 augusti ]

En cirkel har en entydig mittpunkt, men nér det géller trianglar kan mittpunk-
ten definieras pa olika saitt. En fysiker skulle antagligen kalla tyngdpunkten for
mittpunkten, men det finns mdnga andra val man kan gora. Encyklopedia of Tri-
angle Centers har en lista pd 32784 olika punkter som pa ett sitt eller annat kan
kallas for triangelns mittpunkt. Vi kommer endast att ta upp de tre viktigaste ur
ett problemlosnings perspektiv, omcentrum, orthocentrum och incentrum.

Omcentrum

1. Lat ABC vara en triangel. Visa att mittpunktsnormalerna av de tre sidorna skér
varandra i en gemensam punkt.

Denna gemensamma punkt heter omcentrum, betecknas oftast med O och ar
mittpunkten av omcirkeln, cirkeln som triangelns horn ligger pa. Detta visar d4ven
att for tre godtyckliga punkter som inte ligger pa en linje sd finns det en cirkel som
gdr igenom alla tre.

2. Vinkeljaga omcentrum. Rikna ut vinklarna ZAOB och ZABO givet att ZA = o
och /B = .

Orthocentrum

3. Lat ABC vara en triangel. Visa att de tre hojderna skéir varandra i en gemensam
punkt.

Denna punkt kallas orthocentrum och betecknas oftast med H.

4. Vinkeljaga omcentrum. Lat hojdernas fotpunkter frdn A, B och C vara D, E och
F.Rékna ut vinklarna ZAHB, /DHE och ZDEA givet att ZA = o. och ZB = .

Incentrum

5. Lat ABC vara en triangel. Visa att de tre bisektriserna skdr varandra i en ge-
mensam punkt.

Denna punkt kallas incentrum och betecknas ofta med /. Den dr mittpunkten
av incirklen, cirkeln som tangerar triangelns tre sidor (varfér?). Den &r relativt
jobbig att arbeta med och krdver oftast “"langdjakt” istdllet for vinkeljakt samt
fulare metoder som trigonometri.

6. Vinkeljaga incentrum. Rakna ut ZAIB givet att ZA = a och ZB = 3.
Uppgifter

I alla uppgifter jobbar vi med triangeln ABC med omcentrum O, orthocentrum H
och incentrum / om inget annat anges.
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7. Lat Al skdra omcirkeln vid punkten D. Visa att DI = DC = DB.

Den foregdende uppgiften kallas superlemma och ar anvandbar tack vare att
den kopplar ihop incentrum med omcirkeln.

8. Lat O’ och H' vara spegelbilderna av O och H pd linjen AB. Visa att O’ och H’
ligger pa omcirkeln.

9. Visa att spegelbilden av linjen AH pa linjen A/ &r linjen AO. (Tips: Visa ZBAH =
Z/CAO.)

Den foregdende uppgiften dr sd fin att man knappt tror att det &r sant.

10. Lat hojdernas fotpunkter vara D, E och F. Visa att H dr incentrum i triangeln
DEF.

11. I en cyklisk fyrhorning ABCD &r I; och I, incentrum i trianglerna ABC och
DBC. Visa att I LBC ér cyklisk.

12. Lat X, Y och Z vara mittpunkterna av bdgarna AB, BC, och CA av omcirkeln.
Visa att / dr orthocentrum i triangeln XYZ.

13. Lat hojdernas fotpunkter fran A, B och C vara D, E och F. Lat EF skédra omcir-
keln i punkten P. Linjen BP och DF skir varandra i punkten Q. Visa att AP = AQ.

Den sista uppgiften dr fran Internationella Matematikolympiaden, men kan
16sas med hjdlp av cykliska fyrhorningar. Ett tips: rita en stor och punktlig bild
(med passare och linjal) och kolla om ndgon av fyrhérningarna verkar vara cyklis-
ka. Vad sdgs om AQPF?

@5. Mattedrabbning blé

[10 augusti ]

Lag 1 - Lag 2
1. Fisken (inklusive rens) kostar 200 kr/kilot, fiskfilén utav samma fisk kostar

230 kr/kilot, medan fiskrens kostar 80 kr/kilot. Hur mdnga gram rens ar det i ett
kilo fisk?

2. Tva spelare spelar ett spel pa ett 4 x 4-brade. Spelare ett borjar med att farga en
ruta bla, vilken hen vill. Dérefter stéller spelare tva en bld spelpjds i nagon annan
ruta. Spelare ett ska nu ga med den bla spelpjdsen fran ruta till ruta och pa sa satt
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besoka alla brddets rutor precis en gang, och till sist sluta i den bla rutan. I ett
drag ar det endast tillatet for spelare ett att flytta spelpjdsen ett steg at hoger, ett
steg dt vdnster, ett steg uppat och ett steg nerat.

Spelare ett vinner spelet om hen lyckas, annars vinner spelare tvd. Vem vin-
ner?

3. En get och en kossa ska springa fram och tillbaka 6ver en stor avldng ang.
Geten stdr vid en av den rektanguldra dngens kortsidor, mitt emot pd andra kort-
sidan star kossan. De borjar springa mot varandra samtidigt och springer bada
med konstanta hastigheter samt parallellt med en av dngens ldngsidor. Efter en
kort stund passerar de varandra ute pa dngen, 250 meter bort fran ndrmsta kortsi-
da. Nér djuren sprungit 6ver till respektive sida, stannar de och vilar tre minuter
innan de borjar springer tillbaka. P4 tillbakavdgen passerar de varandra 100 me-
ter bort fran den andra kortsidan.

Hur lang &r dngen?

4. Bestdm alla par av heltal (x,y) som loser ekvationen eller bevisa att inga 19s-
ningar finns:

2x* — 1 = 5y.

5. Vi startar pa en punkt med koordinater (1,0,0) i rummet. Ett 3-dimensionellt
springardrag dndrar en koordinat med 1, en annan koordinat med 2 och den kvar-
varande koordinaten med 3. Exempelvis sd kan vi ta oss fran (2,2,2) till (3,—1,0).
Kan vi ta oss fran (1,0,0) till (0,0,0) med en foljd av sddana springardrag?

6. Tva bisektriser i en triangel skédr varandra med vinkeln 110°. Bestdm triang-
elns tredje vinkel.

Lag3 -lLag 4
1. Itriangeln ABC dr AB = AC. Viritar en cirkel genom B och C som skédr AB och AC

i punkterna D respektive E. Givet att BE = BC och CE = DE, rdkna ut triangelns
vinklar.

2. P& bordet ligger 125 tandstickor. P4 ett drag far man ta bort 1, 2, 3, 4 eller 5
tandstickor fran hogen. Den spelare som inte kan gora ett drag (nédr tandstickorna
tagit slut) forlorar spelet. Vem vinner om bdda spelar optimalt, forsta eller andra
spelaren?

3. En korg innehdller minst tre gula bollar och nagra réda bollar. Om tre bol-
lar slumpmassigt skulle plockas upp ur korgen skulle sannolikheten att f& upp
tre gula vara p. Om korgen istéllet hade haft ytterligare en gul boll i sig, skulle
sannolikheten varit 4p/3. Hur manga roda bollar kan som mest finnas i korgen?

4. Linjen [ tangeras av cirkeln @; vid punkten A och av cirkeln @, vid punkten B.
De tvé cirklarna skdr varandra i punkterna C och D. Visa att ZACB+ ZADB = 180°.

5. Lat p; och p, vara tva pa varandra foljande primtal storre dn 2. Visa att deras
summa kan skrivas som en produkt av tre heltal som alla dr storre &n 1 (behover
inte vara olika tal).

32



6. En infektion sprids pa ett 8 x 8 schackbrédde. I borjan &dr 7 rutor infekterade. En
ruta blir infekterad om minst tvd av dess grannar &r infekterade. Kan infektionen
na alla 64 rutor?
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@6. To infinity and beyond!

[2 augusti ]

1. Lat oss betrakta tvd mdngder X ={a,b,c,d,e, f,g,h} ochY ={A,B,C,D,E,F,G,H}.
Valentina pastar att mangderna ar lika stora (dvs innehaller lika manga element),
men kan inte forklara varfor for Johan eftersom han inte kan rakna med sa sto-
ra tal. Kan du forklara varfér mangderna har lika mdnga element utan att rdkna
dem?

2. Kan du ge en definition pd ndr tvd médngder har lika mdnga element, (utan att
involvera att verkligen rdkna elementen)?

3. Testa din definition!
(a) Visa att varje mangd ér lika stor som sig sjdlv.

(b) Visa att om médngden A &r lika stor som méngden B och om méngden B ar
lika stor som médngden C sd dr méngden A lika stor som C.

Vi sédger alltsd att tvda mangder X,Y &r lika stora om vi kan hitta en funktion f
fran X till Y sd att f(x;) = f(x2) innebér att x; = x, (tva olika saker maste hamna
pa olika stdllen) samt att for varje y € Y sa existerar det ett x € X sd att f(x) =y
(dvs vi “traffar” varje grej i y). Mindre formellt sa innebéar det att vi kan para ihop
elementen frdn X och Y sa att alla far precis en "kompis".

4. Visa att det finns lika manga positiva heltal som det finns negativa heltal.

5. Visa att mdngden av ickenegativa heltal {0, 1,2,3, ...} dr lika stor som mangden
av positiva heltal {1,2,3,4,...}

6. Visa att det finns lika mdnga heltal som det finns jamna heltal.

7. Visa att foljande par av mangder &r lika stora:
(a) Positiva heltal och heltal.
(b) Reella tal x saidana att 1 < x < 2, och reella tal y sidana att 5 <y < 6.
(c) Reella tal x sadana att 0 < x < 1, och reella tal y sddana att 1 <y < 10.
(d) Positiva reella tal x och reella tal y sddana att 0 <y < 1.
(e) Reella tal och reella tal utom nollan.

(f) Heltal och par av heltal. (médngder som ér lika stora som heltalen kallas upp-
rakneliga)

(g) Heltal och rationella tal (dvs brédktal).

(h) Reella tal och par av reella tal (dvs &r planet lika stort som linjen)?
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8. En talfoljd dr en sekvens av tal (kan vara heltal, reella tal etc beroende pa
situationen, i denna uppgift sd antar vi att det ar heltal). Ett exempel kan vara
foljden 1,2,3,4,.... Visa att samtliga talfdljdsméangder nedan ar uppréakneliga.

(a) Méngden av talfoljder som efter ett tag blir 0.

(b) Méangden av talfoljder som efter ett tag blir konstant (exempelvis 1,2,3,3,3,3,...).

(c) Méangden av talfoljder som efter ett tag blir periodiskt (dvs den borjar upp-
repa sig, t.ex. 1,2,3,4,3,4,3,4,...).

9. Visa att midngden av alla talfoljder (av heltal) INTE é&r lika stor som méangden
av alla heltal. Tips: Antag motsatsen, dd har vi en hopparning med positiva hel-
talen, dvs vi har talfoljd nr 1, talfoljd nr 2 osv. Kan du garanterat hitta en talfoljd
som inte finns med pa var lista?

10. Anvand idén fran foregdende uppgift for att visa att det inte finns lika ménga
heltal som reella tal.

11. Algebraiska tal dr tal som &r 16sningar till polynomekvationer i en variabel

med heltalskoefficienter (exempelvis sa &r - algebraiskt d4 det &r en 16sning till

V2
2x2 —1 = 0. Visa att de algebraiska talen &r upprikneliga. Hur stor 4&r méngden

av icke-algebraiska reella tal (dvs de reella tal som INTE &r 16sning till polynom
med heltalskoefficienter)?

12. Lat A vara en samling av disjunkta intervall pd formen a < x < b. Kan vi hitta
overuppriakneligt mdnga sddana intervall?

13. Ar méngden av alla dndliga delméngder till Z uppréknelig eller dverupprak-
nelig?

14. Hur skulle vi kunna ge definitioner pa att X dr hogst lika stor som Y (|X| < |Y|)
och minst lika stor som Y (|X| > |Y|)?

Finns det storre odndligheter dn de reella talen? Mojligt projekt...
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67. Polynom | )

[2 augusti ]

Definition 1. Ett reellt (komplext) polynom i variabeln x dr ett uttryck som kan
skrivas som p(x) = a,x" +a, 1x"~' 4 - +axx® + a;x + ap, dér de olika talen a; ar
reella (komplexa) tal. (Notera att det inte mdste vara just x som dr variabeln -
det gdr egentligen lika bra med vilket tecken som helst.)

Definition 2. Graden pa p(x) betecknas deg p(x) (fran engelskans «degree») och ar
lika med det storsta i sd att a; # 0; om a; = 0 for alla i s sdger vi att graden &r

—0Q,

1. Vilka av foljande dr polynom? Om det &r ett polynom, ange dess grad.
(@1

(b) 2% +1

(© 0-x'%04+3x*—5

2. Polynomet p(x) har icke-negativa heltal som koefficienter. Ni vet att p(1)
och p(5) = 136. Bestam alla polynomets koefficienter.

4

Definition 3. Vi sdger att ett polynom ¢(x) delar p(x) om det finns ett polynom
r(x) sa att p(x) = g(x) - r(x). Detta betecknas ¢(x)|p(x).

3. Bevisa att om ¢(x) delar p(x) och ¢g(a) =0 sé &r ocksé p(a) = 0.

4. Att dela polynom liknar att dela heltal - ibland gar det inte jamnt ut. Visa att
x+ linte delar x> + 1, dvs. att det inte finns ndgot polynom r(x) s& att r(x)- (x+1) =

241

Definition 4. Om polynomet a(x) kan skrivas som a(x) = g(x)b(x) +r(x), ddr degr <

degb, sé sager vi att g(x) &r kvoten av %, och kallar r(x) resten.

5. Bevisa att for alla polynom a(x) och b(x) # 0 finns det precis ett sitt att skriva

% pé den hir formen, sd att g(x) och r(x) entydigt bestdimda.

6. Bevisa att om p(a) =0 sa géller (x —a) |p(x). Jamfér med uppgift 4 ovan.

7. Antag att polynomet p(x) har rest -1 vid division med x + 2 och rest 2 vid
division med x — 1. Vad har det for rest vid division med (x+2) (x —1)?

8. Antag att p(x) bara har heltalskoefficienter, och att inget av de 3 heltalen p(8),
p(9) och p(10) dr delbart med 3. Visa att i sa fall finns det inget heltal a sd att x —a

delar p(x).
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For att enkelt for hand dela tvd polynom finns det en ganska enkel process,
kallad polynomdivision. Den gdr ut pa att “16sa ut” en exponent i taget, med borjan
i de hogsta.

a Exempel 1 Dela #(x) = x* +2x* —4x? +7x — 5 med n(x) = 3x*> —x+5.

Borja med att rdkna ut vad forsta termen i 7(x) delat med forsta termen i n(x)
blir - i det hér fallet far vi 1x?; vi kallar detta g;(x). Detta blir d& forsta termen i
kvoten. Ridkna nu ut #(x) — g1 (x)n(x) = Ix> — x> + 7x — 5; kalla detta #; (x).

I ndsta steg sa gor vi samma sak igen, men ersatter #(x) med ¢, (x) - dvs. defini-
era g (x) som forsta termen i ¢ (x) delat med forsta termen i n(x), alltsd g»(x) = gx.

Berdkna 1, (x) =t (x) — g2 (x)n(x) = %4)(2 + %x —-5.

I sista steget far vi g3(x) = —%, 13(x) =t(x) — g3(x)n(x) = %x%— %. Notera att
degtz(x) < degn(x), alltsd skulle g4(x) inte bli ett polynom - det skulle ha x i ndm-

naren. Ddarmed é&r vi nu klara, och kvoten blir ¢; (x) + ¢2(x) + ¢3(x) = %xz +x— %
och resten blir 13 = 39x+ 53 .

- 81 4+9x2 41
9. Forenkla 5=
10. Antaatta,b,cdrreellatal, p(x) =x>+ 3x+a, g(x) =x>+bx+c och att p(x)g(x) =
q(p(x)) for alla x. p(¢(x)) har ett nollstalle i x = 3. Hitta alla andra reella nollstéllen

till p(q(x)).

4

11. Bevisa att polynomet x® —x° +x* —x* +x* —x+ 3 inte har nagra reella nollstl-

len.

Extrauppgifter

12. p(x) &r ett polynom med heltalskoefficienter. Det finns tva olika heltal a och
b sd att p(a)p(b) = —(a—b)?. Visa att p(a) + p(b) = 0.

13. Polynomet p(x) har heltalskoefficienter, och ni vet att p(5) = 101 och p(18) =
57. Visa att p(x) inte har ndgon heltalsrot.

14. For ett polynom p vet ni att p(0) = 1 och att (p(x))* = 1+x+x'%(x) for ndgot
polynom g(x). Visa att koefficienten framfér x*° i polynomet (p(x)+1)'% ar lika
med noll.

15. Av de tre reella polynomen p, g, r 4r minst en ett tredjegradspolynom och

minst en ett andragradspolynom. Ni vet att (p(x))? + (¢(x))? = (r(x)). Visa att
minst en av p,q,r dr ett tredjegradspolynom med tre reella nollstéllen.
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@8. Avstand

[3 augusti ]

1. Avstandet mellan tva punkter i planet anges med en funktion. Hur skrivs den?
Vilka mangder &r involverade?

Definition 1. Avstdndet mellan tvd punkter i R” anges med

d(x.y) = \/ (01 =312+ (2 = y2)% o (30— )

dér punkten x har koordinaterna (x;,x2,...,x,) (och motsvarande for y).

2. Hur ldng pinne far plats i en kub? Vad hdander om dimensionen blir stor? Kan
man fa plats med en pinne med lingden 10 meter i en (n-dimensionell hyper-)
kub med sidan 1 mm? Vilken dimension krévs?

3. Studera en sfar med radie 1 och en kub med sidlangd 1. Rita gédrna en bild.
Visa att kuben gdr att placera i sfaren utan att nagon del sticker ut. Gar samma
sak i hoga dimensioner? Vad hdnder om vi har en sfar med radie 10 meter och en
kub med sidlangd 1 millimeter?

4. Tag en kvadrat med sida 2 i planet. Vi kan ldtt skriva in 4 cirklar med diameter
1 sa att de precis ror vid varandra och vid kvadratens kanter. I mitten sd placerar
vi en liten cirkel, som precis snuddar de andra cirklarna. Vad &r dess radie? Vad
hiander i hogre dimensioner (fundera forst pd hur problemet ska formuleras, hur
manga sfarer behovs)?

5. En midngd med en avstandsfunktion d(x,y) kallas ett metriskt rum (och funk-

tionen d(x,y) kallas da en metrik, utldses som d(x,y) = avstandet fran x till y). I
denna problem sa ldter vi var midngd bestd av tre punkter, 0,1 och 2. Alla avstand
ar inte alltid utsatta. Nedan dr ndgra exempel pa forslag till avstandsfunktioner,
varfor dr de INTE ar rimliga metriker (frdn ett intuitivt perspektiv)? Skriv upp
vilken/vilka “regler” som du tycker metriker borde ha som den bryter mot. Vi
later sedan dessa regler bilda definitionen av en metrik.

(@ d(0,0)=0,d(1,1)=0,d(1,0) =1,d(0,1) =2
(b) d(0,x) =

(c) d(0,1)=1,d(0,2) =0,d(1,2) =1

() d(0,1)=3,d(2,1) =10,d(2,0) =4

6. Visdger att en cirkel C(a, r) centrerad i a och med radie r bestdr av alla punkter
xsdattd(a,x) =r. Visdger att en boll B(a, r) centrerad i « och med radie r bestar av
alla punkter x sa att d(a,x) < r. Hur skulle man kunna tédnka sig generalisera ett
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linjesegment mellan punkterna a och b (detta dr inte sjdlvklart och det finns olika
sdtt att generalisera pad beroende pa vilken egenskap man vill fanga, s fundera
pa nagot!)? Sitt inte for lange med problemen, men fundera pa vilka egenskaper
man skulle kunna vilja fanga.

7. Vi har tidigare tittat pa den vanliga metriken p& R?. I denna uppgift sa ska
vi studera den sa kallade Manhattan-metriken. Den kommer frdn Manhattans
gatstruktur dar det gdr gator nédstan 6verallt, men de gar bara nord-syd eller 6st-
véast. Det innebar att ska man ta sig mellan tva punkter, sa kan man inte anvanda
diagonaler /hypotenusor, utan man far bara ga rakt nord/syd eller 6st/vést.

(a) Ge en formel for avstandet mellan tva punkter (x;,x2) och (y1,y2).
(b) Visa att det vi har faktiskt ar en metrik, med din definition ovan.
(c¢) Hur ser cirklar och bollar ut i Manhattanmetriken?

(d) Man kan definiera en ellips som alla punkter p sa att d(a, p) +d(b, p) = r for
ndgot varde pa r och givet punkter a,b (som kallas ellipsens brannpunkter).
Hur ser en ellips ut pd Manhattan?

8. En nagot trakigare metrik dr den diskreta metriken. Den ges av att d(x,y) =0
om x =y och d(x,y) = 1 annars. Hur ser cirklar och ellipser ut i denna metrik?
Grundmingden kan viljas som t.ex. R2.

9. Det ar rdtt néra till hands att fundera pd begrepp som ldngd, area och volym
ndr man val pratat om avstand. Lat oss kika pd mangder pa linjen (med vanliga
metriken etc). Vi ska i denna problem titta pa en intressant méngd, Cantorméng-
den. Vi anvander notationen [a, b] for det slutna intervallet a < x < b.

(a) Vi startar med det slutna intervallet [0, 1]. Sedan sd tar vi bort den mittersta
tredjedelen, och far kvar tva mindre intervall, |0, %] och [%, 1]. Vi tar sedan
bort den mittersta tredjedelen pa var och en av dom och sd vidare. Eventu-
ella punkter som stannar kvar kallar vi for C, Cantormdngden. Vilken langd
bor C ha totalt?

(b) Visa att C innehédller ndgon punkt.

(c) Visa att C dr lika stor som intervallet vi startade med (i méngdmening). (ratt
lurig, frdga gdrna om tips)

(d) Visa att mellan varje par av Cantortal sd finns det nagot reellt tal som inte &ar
ett Cantortal.

(e) Kan du genom att ta bort intervall av olika storlekar hitta en variant av
Cantorméngden som har langd 3?

10. En metrik som anvands ratt ofta i talteoretiska sammanhang ar p-adiska tal
metriken pa de rationella talen. Dar viljer vi forst ett primtal p. Sedan sd sdger vi
att |p*t| = p~“ (dar r och s saknar gemensam delare och inte heller delas av p, och
|0] =0).
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(a) Visa attd(x,y) = |x—y| dr en metrik.
(b) Naér ar tal “ndra” varandra i p-adisk metrik?

(c) Mojligt projekt for senare:Visa att en kvadrat inte kan delas upp i ett udda
antal trianglar med samma area (rétt lurigt, men enda beviset jag kdnner till
anvander p-adisk norm och lite andra grejer).

11. En metrik kallas en ultrametrik om den uppfyller d(x,y) < max(d(x,z),d(z,y)).
Vilka av tidigare metriker dr ultrametriker?

12. Ultrametriker har flera intressanta egenskaper. Visa foljande:

(a) Om tvd bollar har ett gemensamt element sa ligger den ena inuti den andra.
(b) Varje punkt inuti en boll dr dess mittpunkt.

(c) Forsok hitta pa ett eget exempel pa ultrametrik.

13. Hur skulle man kunna definiera avstdnd mellan delméngder i R?? Ni kan
anta att delmdngderna &r sndlla och har trevliga egenskaper (sa fokusera mer
pa att hitta en idé &n att se att allt dr véldefinierat etc). Vi skulle gdrna vilja ha
en metrik som dr hyfsat intuitiv, t.ex. att avstdndet mellan tvd delméngder som
innehaller precis en punkt var dr det vanliga avstandet.

@9. Affina avbildningar |

[3 augusti ]

Definition 1. En avbildning f av planet pa sig sjdlvt kallas for affint om den avbll-
dar lika vektorer péd lika, och det dessutom giller att f (d+0b)=f(d)+f ( )
och f(kd) = kf(d). Dessutom giller att endast nollvektorn avbildas p& noll-
vektorn.

Definition 2. En avbildning f av planet pa sig sjdlvt kallas for affint om det existe-
rar ett par av koordinatsystem 0@ b och 0'd’ ? sd att en punkts koordinater
10d b ar desamma Somn koordmaterna 103D utav punktens bild, dvs om
oC =xd +y B s& dr O/C’ =xd'+y B for alla punkter C.
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Egenskaper hos affina avbildningar:
e Den inversa avbildning till en affin avbildning kommer ocksa vara affin.
e Rita linjer avbildas pa réita linjer.

e Parallella linjer avbildas pd parallella; linjer som skédr varandra avbildas pa
linjer som skér varandra.

e Forhdllandet mellan strackor som ligger pd samma eller parallella linjer be-
varas.

e For tvd godtyckliga trianglar ABC och A'B'C’ finns det exakt en affin avbild-
ning som avbildar ena triangeln pa den andra sé att A avbildas p& A’, B pa
B och Cpa C'.

1. Bevisa att de tva definitionerna ar ekvivalenta.

2. Visa att:
(a) Varje parallellogram ér affint ekvivalent med en kvadrat.

(b) Varje parallelltrapets ar affint ekvivalent med ndgon likbent trapets (men
inte alla likbenta).

(c) Tva konvexa fyrhorningar dr affint ekvivalenta om och endast om diagona-
lernas skdrningspunkt delar diagonalerna i samma respektive forhallande.

3. Visa med hjélp av affina avbildningar att for varje parallelltrapets sd ligger ba-
sernas mittpunkter, diagonalernas skdrningspunkt samt sidolinjernas skarnings-
punkt pd en och samma linje.

4. I parallelltrapetsen ABCD med baserna AD och BC har man dragit en linje
genom B som dr parallell med sidan CD och som skir diagonalen AC i punkten P.
Genom punkten C har man dragit en linje som dr parallell med sidan AB och skér
diagonalen BD i punkten Q. Visa att linjen PQ dr parallell med trapetsens baser.

5. I en spetsvinklig triangel ABC har man dragit hojden AH, medianen AM, medi-
anen BN och cevianen BG, s att punkten G delar sidan AC i samma forhdllande
som punkten H delar sidan BC. Lat BN och AH skédra varandra i punkten K, och
AM och BG i punkten L. Visa att KL &r parallell med AB.

6. Genom varje horn pa en triangel har man dragit tva linjer som delar den mot-
stdende sidan i tre lika stora delar. Visa att diagonalerna som forbinder motsatta
horn av sexhdrningen som bildas av dessa linjer skér varandra i samma punkt.

7. Ett parallellogram ABCD ér given. En godtycklig linje skér strdlarna AB,AC

AB AD AC
h AD i kt P h R ktive. Vi tt—+—=—
oc i punkterna P, Q och R respektive. Visa a AP T AR T A0
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8. Varje diagonal i en konvex femhorning ar parallell med ndgon utav dess si-
dor. Visa att det finns en affin avbildning som avbildar denna femhorning pa en
regelbunden femhdorning.

9. En triangel ABC dr given. Lat O vara medianernas skarningspunkt, och M,N
och P dr punkter pa sidorna AB, BC respektive CA som delar dessa sidor i samma
forhdllande (dvs AM : MB = BN : NC =CP : PA = p: q). Visa att O &r medianernas
skdrningspunkt i triangeln som bildas utav linjerna AN, BP och CM.

(0 Talfoljder

4 augusti ]

1. Johan har glémt bort hur man rdaknar med rationella tal (men minns hur man
adderar och multiplicerar heltal). Valentina har pdminnt honom om att man kan
skriva dem som par av heltal (a,b) = § dér b inte dr noll. Definiera vilka rdknereg-
ler som géller (hur adderar och multiplicerar man, och &r nagra tal lika?). Varfor
ar dina regler valdefinierade?

2. En talfoljd ar en f6ljd av tal, t.ex. 1,1,2,2,3,3,4,4,5,5,.... Talen som ingar kan
tas fran olika talméngder, t.ex. reella tal och heltal. Om inget annat anges sa antar
vi att vdra talfoljder bestar av reella tal. Ibland skriver man ut den (som ovan) om
monstret ar uppenbart Man kan ocksa skriva en formel, t.ex. a, = 2" istéllet for
foljden 2,4,8, 16, .... Vi studerar talfcljden 1, — 2, 3, ‘l‘, %, —%,

(a) Skriv en formel for a,,.
(b) Det verkar som om foljden ndrmar sig ett visst tal, vilket d&?

() Kan vi hitta pa en definition for vad det betyder att a, ndrmar sig ett tal A
da n blir stort (brukar skrivas lim,_,a;)?

(d) Anvind definitionen for att visa att var tidigare talfoljd faktiskt gdr mot talet
du angav.

3. Visa med din definition att talféljderna a, = n och a, = (—1)" inte konvergerar
(dvs inte gar mot ett tal).

4. Om talfoljden a; konvergerar mot A och mot B, maste A = B gilla?
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5. * Om vi istéllet for att vara pa R tar var foljd fran ett metriskt rum (t.ex. R?)
hur kan vi definiera att denna punktfoljd gar mot en punkt? Ett exempel kan

vara a, = (1,%).
6. * Undersok punktfoljden a, = 1 med diskreta respektive 3-adiska metriken pa
Q. Konvergerar den (mot 0)? Hitta konvergenta punktfoljder i bada metrikerna.

7. Lat a, vara en 6kande (ax4+1 > ax) f0ljd av rationella tal sa att a, < 100 for alla
n. Maste den konvergera mot ett rationellt tal? Bevis eller motexempel!

8. Lat a, vara en okande (ax+1 > ai) foljd av reella tal sa att a, < 100 for alla n.
Maste den konvergera mot ett reellt tal? Bevis eller motexempel! Undersok det
ett tag, om det inte lyckas, vand pa sidan.

For att visa egenskapen vi soker sd maste vi forstd reella tal battre. Speciellt sa
behover vi en definition for reella tal!

Ett Dedekind-snitt D &r en delmédngd av de rationella talen som har foljande
egenskaper:

e D£Q
¢« D#0

e OmdeDochd <dsavetviattd €D.

e Om d € D sa vet vi att det existerar ndgot d’ € Dsd attd < d'.

9. (a) Ge ett exempel pa en midngd som inte dr ett Dedekindsnitt, och ett som
ar ett exempel pa ett Dedekindsnitt.

(b) Visa att unionen och skdrningen av tva Dedekindsnitt &dr ett nytt Dedekind-
snitt.

(c) Ar unionen/skdrningen av odndligt manga Dedekindsnitt ett nytt Dede-
kindsnitt?

10. (a) Vivill anvanda Dedekindsnitt for att definiera reella tal frdn de rationel-
la talen som vi redan kanner till. Hur?

(b) Hur kan du beskriva det Dedekindsnitt som motsvarar det reella talet v/2?

(c) Givet tva reella tal a och b, hur kan vi definiera deras summa (via Dedekind-
snitt)?

(d) Givet tva reella tal a och b, hur kan vi definiera deras produkt (via Dede-
kindsnitt)?

(e) Givet tva reella tal a och b, vad betyder det att a < b?

11. Lat a, vara en 6kande (ax4+1 > a;) f6ljd av reella tal sa att a, < 100 for alla n.
Maéste den konvergera mot ett reellt tal? Bevis eller motexempel!
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12. L&t a, vara en talfoljd sa att a; =1 och a,,+1 = /1 +a,. Visa att den konverge-
rar och bestdm da vad den konvergerar mot.

13. Lat ap = a och by = b vara positiva reella tal sd att a < b. Vi definierar foljderna

a, +b,
ap+1 =V anbn;bn—l—l = 7

Visa att a,, och b, konvergerar mot samma tal.

21. Polynom Il

[4 augusti ]

Definition 1. Vi sédger att polynomet d(x) ar storsta gemensamma delare till polyno-
men p(x) och g(x) om d(x) delar bade p(x) och g(x), samt om alla andra polynom
d'(x) som delar bdde p(x) och g(x) ocksa delar d(x).

Vi da anvéander beteckningen ged (p(x),¢(x)) = d(x) eller sgd (p(x),q(x)) = d(x)
(greatest common divisor respektive storsta gemensamma delare).

For att berdkna sgd mellan tvd polynom kan man anvdnda Euklides algoritm,
precis som for heltal. Dvs. genomfor upprepad polynomdivision ddr man i varje
steg delar ndimnaren i det foregdende steget med resten frdn det féregdende steget.
Detta upprepas tills resten 0 erhalles, varvid sgd for de ursprungliga polynomen
ar den nast sista (dvs. sista icke-noll) resten.

1. Anvind euklides algoritm for att bestimma:
(@) sgd(x* — 17x% + 16,x> — 10x? + 17x +28).
(b) sgd(x’ — 1,25 —1).

2. Ar sgd for tva polynom unik? Bevisa eller ge motexempel!

3. Precis som for heltal finns det alltid polynom a(x) och b(x) sa att p(x)a(x) +
q(x)b(x) = sgd(p(x),q(x)). Arbeta er bakldnges genom euklides algoritm for att
hitta a(x) och b(x) for p(x) = x* — 17x? + 16 och g(x) = x* — 10x> 4+ 17x+ 28.

(Detta kallas for Bezouts identitet.)

4. Hitta ett polynom p(x) sd att x> —x*> — 1 delar p(x) och x> — x delar p(x) + 1.
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5. Ett reellt icke-konstant polynom p(x) sdgs vara irreducibelt dver R om varje
faktorisering p(x) = g(x)r(x) i reella polynom g(x) och r(x) innebér att antingen
g(x) eller r(x) &r ett konstantpolynom.

(@) Ge ett exempel pa ett polynom p(x) av grad 2 som ar irreducibelt 6ver R.

(b) Visa att alla reella icke-konstanta polynom p(x) kan faktoriseras p(x) = p;(x)pa(x) - --

dér alla polynomen p; dr irreducibla 6ver R.

(c) Visa att om p(x) &r irreducibelt 6ver R, p(x) delar g(x)r(x) och p(x) inte delar
r(x) sa delas g(x) av p(x). (Ledtrad: anvand Bezouts identitet.)

(d) Visa att denna faktorisering dr unik upp till ordningen pa faktorerna (och
muliplikation med en konstant).

6. Med heltal har vi bade sgd och minsta gemensamma multipel, mgm. Definiera
mgm for polynom.

7. Anta att polynomet p(x) har nollstélleniay,az,-- ,a,, dér a; # a; for i # j. Visa
attisa fall delas p(x) av (x —a;)(x —az) - - - (x — ap).

8. Visa att om (x+ 1) delar p(x'%) s& delar (x—1) p(x).

Extrauppgifter

9. (a) Polynomet p(x) uppfyller p(i) =i for i = 1,2,3,4. Kan p(5) vara nagot

annat an 5?

(b) Hitta ett polynom p(x) som har p(1) =2, p(2) =4, p(3) =8, p(4) = 16.

10. Antag att p(x) = a,x" +--- +ajx+ ap har udda grad, och att a; = a,—; for alla
0<i<n.Visaatt p(—1)=0.

11. Visa att om p(x) = a,x" +a,_1xX"~' +---+ap och r # 0 4r ett nollstalle till p(x),
sd har polynomet g(x) = apx" + a;x" 1+ +a, ett nollstille i x = 1

7
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(22. Inuti och utanfér

[5 augusti ]

1. Vi har tidigare studerat metriker. Lat oss for tillfdllet hdlla oss till standard-
metriken p4 R och R2. Studera bilden nedan med méngden M i R? avbildad. I
bilden nedan finns det olika typer av punkter, inre punkter, yttre punkter och
randpunkter till M. Forsok ge en definition pa varje typ av punkt (gdrna med
hjéalp av metriken).

2. Med din nya definition, bestim randpunkterna och de inre punkterna till f6l-
jande mangder M (alla utom Cantorméngden ar i R?).

(@) M &r hogra halvplanet, dvs punkter (x,y) sd att x > 0.
(b) M bestér bara av origo.
(c) M bestar av allt utom origo.
(d) M &r unionen av koordinataxlarna.
(e) M ar de punkter (x,0) dédr x = 1/n for nagot positivt heltal n.
(f) M é&r alla punkter (x,y) sd att x och y bada ligger i Q (dvs dr rationella tal).

(g) M ar unionen av alla linjer genom origo med rationell lutning (dvs som kan
skrivas pd formen y = kx dér k &r ett rationellt tal.

(h) Cantorméngden fran forra gangen (ddr man startade med ett intervall och
tog bort mittersta tredjedelen).

Vi sdger att en mdngd M som bara be-
stdr av inre punkter dr en oppen mangd
och en som bestdr av inre punkter och AL-
LA sina randpunkter ar en sluten mangd. Rand

Inre

3. Vi funderar nu pd vad som hinder om

man tar unioner, snitt och komplement av Yttre \_2

Oppna och slutna méngder. Se om det gar

att hitta en regel eller exempel pa att olika

saker kan hianda (vi 4r alltsd intresserade av om resultatet MASTE vara oppet

eller slutet).

(a) Vad hdnder om vi tar en union av dndligt manga 6ppna méangder?
(b) Vad hinder om vi tar en union av dndligt mdnga slutna mangder?
(c) Vad hander om vi tar komplementet av en 6ppen méangd?

(d) Vad hdander om vi tar komplementet av en sluten mangd?
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(e) Kan en méngd vara bade dppen och sluten? Hur manga sddana méangder
finndet i R*?
4. Vad hdnder om vi istéllet tar odndligt manga méngder i férra uppgiften?

5. Givet en midngd M sd sdger vi att mdngden av alla inre punkter till M &r mang-
den IntM (fran engelskans interior). P4 samma sétt sd 4r médngden av alla inre
punkter tillsammans med alla randpunkter till M méngden CIM (fran closure, pa
svenska tillslutningen).

(a) Visa att IntIntM = IntM och att CICIM = CIM.

(b) Hitta ett exempel pa M i R dédr sd manga som mojligt av mangderna
M, IntM ,CIM , IntCIM ,ClIntM ,ClIntCIM och IntClIntM &r olika.

6. Vi har nu tittat rdtt mycket p4 dppna och slutna mingder. Andrar sig vilka
méangder som dr Oppna om vi byter frdn vanliga metriken till t.ex. Manhattan-
metriken? Vad hdnder om vi tar godtycklig metrik? Kan vi hitta pd en metrik pa
R? 54 att alla méngder dr 6ppna? Kan vi hitta pa en s4 att ingen méngd ar 6ppen?

7. Visa att varje 0ppen mangd pa den reella linjen dr en union av dppna intervall
(dvs x sddana att a < x < b for ndgra varden pd a och b).

8. I denna uppgift s dr vi intresserade av att studera delméngder till R? och
R (som ju dr rum med metriker, sa vi kan definiera dppna och slutha mangder
i dem) och se ndr det finns intressanta mangder som &r bade 6ppna och slutna
samtidigt. Forsok hitta vilken egenskap som dr gemensam for dessa (och anvand
for att formulera en definition)!

(a) Reella tal x sdidana att x > 0.

(b) Reella tal x sddana att |x| > 1.

(c) Rationella tal.

(d) Cirkelni planet.

(e) Punkter i planet (x,y) sd att xy >0
(f) Punkter i planet (x,y) sd att xy > 0
(g) De tva reella talen 0 och 1.

9. Vi har tidigare kikat lite pa talfoljder, och definierat vad det betyder att a,, gar
mot A nédr n gar mot c. Kan du gora den definitionen genom att anvianda dppna
maéangder istdllet for metriken?

10. En médngd T av delméngder till ett rum X kallas for en topologi om den har
foljande egenskaper:

1.0eT,XET

2. For varje dndlig samling av element fran 7' sd ligger deras snitti 7.
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3. For varje samling (dvs kan vara odndlig) av element i T sa ligger deras union
ocksdaiT.

Element i T brukar da kallas 6ppna mdngder. Vdra exempel pd 6ppna mangder
frdn metriker ger da alltid upphov till en topologi pa ett rum.

11. Hitta ett rum X med en topologi T som INTE kan komma fran en metrik (dvs
vi kan aldrig hitta en metrik som har de mdngderna som sina 6ppna mangder).

12. Hitta pa en topologi pa mangden {0,1} sd att varje foljd konvergerar mot 0.
Visa att foljden med bara ettor d&ven konvergerar mot 1. Du anvander din defini-
tion pd konvergens fran uppgift 9.

13. Hitta pd en topologi pd R sa att varje foljd som inte innehéller 0 konvergerar
mot ALLA tal utom 0 samtidigt.

14. Vilken egenskap behovs hos topologin for att man ska vara sidker pa att £lj-
der inte kan konvergera mot mer &n en punkt? (Rum med denna egenskap kallas
Haussdorf-rum, flera av de viktigaste topologiska rummen dr INTE Haussdorf-
rum).

(23. Matematisk Yatzy

[5 augusti ]

Algebra

1. (10) Los ekvationssystemet

(1 —x1x0x3 =0
)
1 4+ x2x3x4 = 0,

1 —x3x4x5 =0,

1 + x48x49x50 = 0,
1 —x49x50x1 = 0,

(1 +x50x102 =0

2. (20) For talen x,y,z gdller att * Y % 1 Vilkavérdenkan uttrycket
y+z z4+x x4y

49



2 2 2

al —l—y +Z anta?
y+z z+x x-+y

3. (30) Bestim alla virden pd a for vilka ekvationen x> + x> = a kommer att ha tre
reella rotter som bildar en aritmetisk talfoljd.

4. (40) Bestam alla reella losningar till ekvationssystemet:

(2x3
ZX2
2 )
I+ x7
2x%
= X3,
2
l—Hc2
2x§
= X1.
2
\ 1+x3

5. (50) Johan tanker pa ett polynom P(x) med icke-negativa heltalskoefficienter.
Du fér stélla fradgor till Johan av typen ”"Vad ar P(k)?” déar k &r ett heltal. Vilket
ar det minsta antalet fradgor du behover stilla for att garanterat veta Johans poly-
nom? (Du far svara “odandligheten” pa denna uppgift).

Geometri

1. (10) Det finns ett falt med bredden 5 och langden 7. Faltet 4r uppdelati tva de-
lar: torv och sand med bredderna 3 respektive 2. Ryttaren kan forflytta sig genom
torv dubbelt sa fort som genom sand. Bestdm (rita ut) vagen fran ett av faltets
horn till det motstdende som tar kortast tid.

AR
\~;:jﬁ\§“-$x
WA ) "‘1-. "

2 Sand
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2. (20) Diagonalerna delar upp en parallelltrapets i fyra trianglar. S; och S, é&r
areorna pda de trianglarna som har en bas som sida. Uttryck parallelltrapetsens
area S mha S; och S5.

3. (30) I parallelltrapetsen ABCD &r basen AD = 1 och basen BC = 2020, medan
AB = 2019. Pa linjen AD markerade man punkten E, som ligger pa lika langt av-
stdnd frdn C som fran D. Bestam DE.

4. (40) En liksidig triangel &dr inskriven i en kvadrat pa sd sétt att ett av triang-
elns horn sammanfaller med ett av kvadratens horn. Bestam forhallandet mellan
triangelns och kvadratens areor.

5. (50) Mittpunkten for cirkeln med radie 6 som tangerar sidorna AB, BC och CD
pa en likbent parallelltrapets ABCD ligger pa dess storre bas AD. Basen BC ér lika
med 4. Bestdm avstdndet mellan punkterna dér cirkeln tangerar parallelltrapet-
sens icke-parallella sidor.

Talteori

1. (10) Skriv upp alla siffertripplar (a,b,c) sddana att ab-c = a - bc och alla tre
siffrorna ar olika.
Med ab menas ett tvasiffrigt tal vars siffror dr a och b (i den ordningen).

2. (20) Skriv upp alla tal som dr lika med summan av kuberna pa deras siffror.

3. (30) Ett 29-siffrigt tal X = ajazas...axax (0 < a; <9,a; # 0) ar givet. Man vet
att for varje & sd finns siffran a; med i talet exakt azp_; ganger (t.ex. om ajg =7, sd
finns siffran ayp med 7 gédnger). Bestdm siffersumman for talet X.

4. (40) Hur manga positiva heltal x mindre dn 10000 finns det for vilka 2% — x? &r
delbart med 7?

5. (50) David bakade en kladdkaka till alla sina kompisar. Han vet att det kom-
mer bli totalt antingen p eller ¢ personer vid bordet (p och g &r relativt prima). I
hur manga bitar (som inte nddvandigtvis ar lika stora) ska David dela upp kladd-
kakan i forvag for att garantera att alla gdsterna ska kunna fé lika mycket?

Kombinatorik

1. (10) Bland n riddare dr varje par antingen vanner eller fiender. Varje riddare
har exakt 3 fiender, dessutom ar alltid fienderna till riddarens vanner ocksa hans
tiender. For vilka n dr detta mojligt?

2. (20) For vilka n &r alla koefficienterna i binomialutvecklingen utav (a + b)"
udda?

3. (30) En uppdelning av ett positivt heltal A i summatermer A =a;+ax+---+
an—1 +ap(n > 1) kallar vi for palindromialt om a; = a,,a2 = a,—1 och generellt
a; = ap41-; for 1 <i <n. Bestdm antalet palindromiala uppdelningar for talet 2020.

4. (40) En halvmane dr en figur som man far utav tva cirkelbagar. Vilket ar det
storsta antalet delar som 7 rata linjer kan dela upp halvmanens inre i?
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5. (50) Det finns 2n+ 1 batterier (n > 2). Man vet att det finns en mer fungerande
batterier dn icke-fungerande, men man vet inte vilka som &r vilka. Man sétter in
tva batterier i en ficklampa. Ficklampan lyser bara om bada batterierna &r funge-
rande. Vilket dr det minsta antalet forsok som kravs for att ficklampan ska lysa?

Schackuppagifter

1. (10) En ”skadad kung” kan pa ett drag bara ta sig till rutor som &r ortogonalt
angransande. Den skakade kungen gjorde en rutt pa ett 2020 x 2020-brdde. Den
besokte varje ruta exakt en gdng och kom tillbaka till startrutan. Lat oss bektrakta
kungens rutt som periferin pd en manghorning. Bestim manghorningens area.

2. (20) Pa ett schackbrade finns det bonder i alla rutorna, totalt 32 svarta och 32
vita. En bonde kan bara ta en bonde av motsatt farg genom att rora sig diagonalt
och ta den tagna bondens plats (de svarta bonderna kan bara ta nedat-diagonalt,
de vita bara uppdt-diagonalt). Bonderna kan inte rora sig pa nadgot annat sétt.
Vilket dr det minsta mojliga antalet bonder som kan vara kvar pa schackbradet?

3. (30) I en 8 x 8-tabell finns talen 1 och —1, ett tal i varje ruta. Betrakta alla sdtt
som man kan placera ett tetris-T 6ver tabellen (figuren kan vridas och védndas,
men maste ldggas langst med rutornas granser och inte sticka ut utanfor bradet).
Lat oss kalla placeringen misslyckad om summan av de fyra talen som figuren tac-
ker inte &r lika med 0. Bestim det minsta mdjliga antalet misslyckade placeringar.

4. (40) Lat oss kalla de 8 rutorna pa en av schackbradets diagonaler for staketet.
Ett schacktorn har rort sig pa bradet och besokt varje tom ruta en gang utan att
gd pa staketet (rutorna som tornet forflyttar sig 6ver under ett drag rdknas inte
som besokta). Vilket dr det storsta mojliga forflyttningar dver staketet som tornet
kan ha gjort?

5. (50) En kung besokte varje ruta pd schackbradet en gdng och kom tillbaka till
samma ruta som den startade pd. (Kungen ror sig med vanliga regler, den kan
pa ett drag forflytta sig till en ortogonalt eller diagonalt angrdnsande ruta.) Nar
man ritade ut kungens vdg genom att forbinda mittpunkterna pa rutorna i den
ordningen den besokt dem med strdckor, sa fick man en kurva som inte skér sig
sjdlv. Vilket dr det storsta majliga langden som kurvan kan ha? (En rutas sida ar
1 langdenhet.)
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(24. Modulirum

[7 augusti ]

Vi kommer idag att titta pa sd kallade modulirum, rum dér varje punkt mot-
svarar ett matematiskt objekt. Ett exempel kan vara rummet av alla cirklar i pla-
net. Dar ar varje punkt i det rummet en cirkel i planet. Ifall man funderar pa det,
s& kan man ser att det rummet gar att beskriva som R? x R (R, stér for positiva
reella tal), for varje cirkel s& méaste vi dels bestimma dess centrum (en punkt i R?)
och dels dess radie (ett positivt reellt tal). Rummet av cirklar i planet ser alltsa ut
som R? x R och ir 3-dimensionellt. Vi har egentligen ingen definition p& dimen-
sion dn, men vi kan behandla det intuitivt (en cirkel ar 1 —dimensionell osv) som
antalet variabler som krévs for att beskriva en punkt i rummet.

1. Vilken dimension har foéljande rum?
(a) Trianglar i planet dar ett horn ligger pa origo.
(b) Linjer genom origo i planet.
(c) Linjer genom origo i rummet.
(d) Linjesegment i planet (linjesegment far inte ha langden noll).
(e) Plan som gar igenom origo i rummet.
(f) Ellipser i planet.

(g) Cirklar i rummet.

(h) Isometrier pa linjen (en isometri dr en funktion fran ett rum till sig sjdlv som
bevarar avstand, dvs d(x,y) = d(f(x), f(y)).

(i) Linjer i planet.
(j) Linjer i rummet.
(k) Planirummet.

2. Visa att rummet av linjer i R? som gar igenom origo och plan i R som gér ige-
nom origo inte bara har samma dimension, utan ar lika (det finns ett naturligtsatt

att ga fran den ena till den andra).

3. Speciellt intressanta rum dr rummet av linjer genom origo i planet (som kallas
RP!, den projektiva linjen) och i rummet (som kallas RP?, det projektiva planet).
Vi kommer att kika mer pd dem (troligen kommande lektion) senare. Anvand
dessa rum (tillsammans med rummen vi kidnner till, R, R? etc. for att beskriva

foljande modulirum exakt.

(a) Cirklar i rummet.
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(b) Rummet av alla ordnade par av linjer (dvs vi ser skillnad pa linjerna) som
korsar varandra med 90 graders vinkel i rummet.

(c) Rummet av alla linjer i rummet.

4. Visa att ifall vi tar bort en punkt frdn RP? s& far vi rummet av alla linjer i
planet.

5. Lat oss kika pa foljande fysikaliska problemtyp. Vi har ett gang metallstavar

i planet (av samma ldngd). Anden pa varje metallstav gar att sitta fast i planet
eller i anden pa en annan metallstav (eller lamnas fri). Aven om de &r fastsatta sa
gdr de att rotera.

(a) Vad dr rummet av en sddan metallstav som sitter fast i origo?

(b) Vad dr rummet av tvd sddana metallstavar, dér stav 1:s ena dnde sitter i origo
och stav 2 sitter i andra dnden av stav 1?

6. Lat oss ta 4 stavar sa att forsta staven sitter fast i den andra, andra i tredje
osv. Lat oss sétta fast andpunkterna i bordet i tva givna punkter hyfsat langt ifrdn
varandra (lite over tre stavlangder frdn varandra=). Vad dr dimensionen av rum-
met av sddana stavmaskiner? Vad dr det rummet?

7. Lat oss ta tva stavar till, ta sdtta ihop dem, sdtta fast ena &ndpunkten i bordet
och den andra i mitten av konstruktionen i forra uppgiften. Vad dr dimensionen
av detta rum och vad dr det?

8. * Lat oss ta tva stavar till, ta sdtta ihop dem, sdtta fast ena andpunkten i bordet
och den andra i mitten av konstruktionen i forra uppgiften. Vad dr dimensionen
av detta rum och vad &r det? Denna uppgift kan upprepas flera génger...

9. Visa att varje sddan metallstavskonstruktion kan beskrivas som en 16sning till
nagon lamplig samling polynom (i flera variabler).

10. Lat Gri(n) bestd av rummet av alla k-dimensionella plan genom origo i R”".
Bestam dimensionen av Gri(n).
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(25. Affina avbildningar Ii

[7 augusti ]

1. Visa att en affin transformation bevarar areaférhallanden mellan
(a) tva trianglar dér ett par sidor dr parallella.

(b) tva godtyckliga trianglar.

(c) tvd konvexa manghdornignar.

(d) tvaicke-konvexa mdnghornignar.

2. I parallellogrammet ABCD drar man en linje som &r parallell med sidan AB
och den skar sidan BC och diagonalen AC i punkterna N respektive K. Visa att
trianglarna ADK och ABN har samma area.

3. Genom punkten O som ligger inuti triangeln ABC drog man tre linjer som dr

parallella med triangelns tre sidor. Triangeln delades d& upp i tre trianglar och
tre parallellogram. Areorna pa trianglarna man fick vart 1, 2.25 och 4. Bestdam
summan av areorna pa parallellogrammen man fick.

4. (a) Pésidorna AB, BC och AC i triangeln ABC satte man ut punkterna M,N, P
samt symmetriska till dem kring respektive sidornas mittpunkter punkterna
M',N’ och P'. Visa att trianglarna MNP och M’N'P’ har samma area.

(b) P4 sidorna AB, BC och AC i triangeln ABC satte man ut punkterna M,N re-
spektive P. Visa att om punkterna M’,N’ och P’ pd sidorna AC,AB respekti-
ve BC dr sadana att MM, ||BC,NN,||CA, PP, ||AB sa &r areorna for trianglarna
MNP och M’N'P’ lika stora.

5. P4 sidorna AB,BC,CD, DA i parallellogrammen ABCD med arean § satte man
ut punkterna Cy,D;,A,B; sd att BC| = %,CDl = BTC,DAI = %,ABI = %. Bestam
arean av fyrhorningen som bildas av linjerna AA,BB;,CC;,DD;.

6. En linje som &r parallell med diagonalen AC i fyrhérningen ABCD som gar ige-
nom mittpunkten pa diagonalen BD skir sidan AD i punkten E. Visa att strackan

CE delar fyrhorningen ABCD i tva delar som har lika stora areor.

7. Utav medianerna pa en triangel byggde man ihop en ny triangel (varfor ar det
mojligt att gora det?). Bestam areaforhdllandet mellan den nya triangeln och den
ursprungliga.

Extrauppgifter

8. Visa att varje konvex fyrhorning forutom parallelltrapetser kan med hjilp av
en affin avbildning avbildas pé en fyrhorning dér tva motstdende horn ar rita.
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9. * Lat A vara en bijektiv avbildning pa planet. Visa att A &r affint om och en-
dast om det dr kontinuerligt (6ppna méngders urbilder d&r 6ppna méangder) och
avbildar linjer pa linjer.

(26. Fraktaler och hyperbolisk geometri )

[8 augusti ]

Dimension

Dimension &r ett begrepp i matematiken som forekommer i olika delomraden
pa olika satt. Det ar alltsd definitivt inte sjdlvklart hur man definierar dimension
(dr t.ex. komplexa talen tvd eller endimensionella?). I denna del sa ska vi kika
litegrann pa ett sddant dimensionsbegrepp for sa kallade sjdlvsimildra mangder.

Vi sdger att en begransad (dvs den sticker inte ut mot odndligheten) mangd M
i R™ &r sjalvsimildr om vi kan ta ndgot reellt tal 0 < n < 1, ta k stycken mindre
kopior av M som édr skalade med 1/n (dvs vi gor dem 1/n mindre pa alla ledder)
och sétta ihop dem sa vi far tillbaka M igen. Exempelvis sa ar ett intervall [0, 1]
sjdlvsimildrt. Vi kan t.ex. ta tvd (k = 2) kopior av intervallet som vi gjort hdlften
sa stora (n = 2) och sdtta ihop for att fa tillbaka ursprungliga intervallet.

1. Visa att en rektangel (inklusive innehadll) i planet &r sjdlvsimilért. Skriv upp
nagra olika mojligheter for paret k och .

2. Gor samma sak for en kub i rummet.

3. Kan du hitta ndgot samband mellan k och n som ger dimensionen for objek-
tet? Anvind detta for att ge en definition for dimension (iallafall for sjdlvsimilédra
objekt).

4. (a) Visa att en hyperkub i R* ar sjilvsimilar. Hyperkuben &ar de punkter
(x,y,z,w) dar 0 < x,y,z,w < 1.

(b) Prova din definition for att berdkna dimensionen for en hyperkub i R*!

5. (a) Visa att Cantormingden &r sjdlvsimildr (det var den dér vi tog bort mit-
tersta tredjedelen pa ett intervall och fortsatte med smaintervallen).

(b) Vilken dimension har den (du kan anvdnda dator/minirdknare/internet for
att berdkna eventuella logaritmer odyl) enligt din definition?
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(c) Vad hdander om vi skulle ta bort mittersta femtedelen i varje steg istillet?

6. En Kochkurva bildas pa ett liknande sédtt som Cantormédngden. Man startar
med ett intervall (lat oss ta intervallet [0,3]). Den mittersta tredjedelen tas bort
och ersitts av tva lika stora delar som bildar (delar av) en triangel som pekar
uppat. Var figur bestar nu av 4 intervall av langd 1. Vi gér samma sak med dem
(ta bort mittersta tredjedelen, ersédtt med tva sidor i en triangel som é&r lika stora
som de dem borjade med och fortsatter.

(a) Rita ndgra av stegen sd du ser hur det fungerar (fortsétt rita tills det blir for
svart!).

(b) Hur lang ar Kochkurvan? Hur stor area omsluter den?
(c) Visa att Kochkurvan ér sjalvsimilar.

(d) Vilken dimension har den (du kan anvdnda dator/minirdknare/internet for
att berdkna eventuella logaritmer odyl) enligt din definition?

7. En Sierpinskitriangel skapas genom att vi startar med en ifylld liksidig triang-
el, delar upp den i 4 lika stora liksidiga trianglar, och tar bort den mittersta. Vi
upprepar processen med deltrianglarna och fortsétter pd samma sétt.

(a) Vilken area har den?
(b) Vilken dimension har den?

8. Prova att skapa en egen sjdlvsimilar fraktal, det kanske gdr att ta ndgon av
idéerna tidigare och anvanda i rummet pa nagot sitt? Skriv ner konstruktionen
och 1at en kompis rita ut den och berdkna dimensionen! Ifall du vill ha lite mera
utmaning, skapa den i det fyrdimensionella rummet!

Hyperbolisk geometri

Vi later H vara den dppna disken med radie 1. Dvs (x,y) sd att x> +y*> < 1. Hyper-
boliska punkter dr punkter i denna disk. Vi sdger att en hyperbolisk rit linje pad
denna disk dr antingen en diameter eller en (del av) en cirkel som skédr diskens
kant med 90 graders vinkel (diameterfallet kan ses som en “cirkel” med centrum
i odndligheten).

9. Skiljer sig geometrin pa H (med de hyperboliska linjerna och punkterna) fran
den vanliga Euklidiska geometrin (med de vanliga linjerna och punkterna)?

10. Undersok vinkelsumman av en triangel i H (var sidor dr segment av hyper-
boliska linjer). Ar den konstant? I s fall, vilket virde antar den? Om inte, vad
kan den variera emellan?

11. Hur kan man definiera parallella hyperboliska linjer i H?

12. Vi definierar avstdnd pa H sa att avstadnd inte dndras under reflektion i vara
hyperboliska linjer. Reflektion i véra linjer ges av inversion i motsvarande cirkel.
Vad skulle en rotation i H kring punkten p motsvara?
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13. Lat p vara en punkt i H. Vi sdger att en hyperbolisk cirkel med centrum i p
som gar igenom en punkt r, dr alla punkter vi kan fa genom att rotera r kring p.
Bestdm de hyperboliska cirklarna i H.

14. En annan modell for H &dr 6vre halvplanet ((x,y) ddr y > 0). Da &r linjer lodréta
linjer tillsammans med cirklar med centrum pa linjen y = 0. Forklara varfor detta
dr samma geometri som H.

Det finns (minst) ett datorspel som utspelar sig pa hyperboliska planet, “hy-
perrogue”. Det finns gratis pa
https:/ /roguetemple.com/z/hyper/
Det kan ge nagon form av intuition for att det hyperboliska planet dr “stérre” dan
det vanliga.

@7. Polynom Il (Normal) )

[8 augusti ]

Algebrans fundamentalsats. Varje komplext icke-konstant polynom p(x) har
minst ett komplext nollstélle.

1. Visa att alla polynom p(x) kan skrivas pa formen c(x —xp)--- (x — x,) ddr x; ar
de (mojligtvis komplexa) nollstéllena till p(x) och deg p(x) = n.

2. Visa att denna faktorisering av p(x) ar unik (upp till ordningen pé faktorerna).

3. Visa att om polynomen p(x) och ¢g(x) bada har grad som mest n och det finns
n+ 1 distinkta tal xo,x1,x2,- -+ ,x, for vilka p(x;) = g(x;) sa ar p(x) = g(x).

4. Antag att p(n) =n® forallan=1,2,3,4,-... Maste p(x) = x*?

5. Antag att polynomet p(x) har reella koefficienter och grad 6 samt har 6 distink-
ta nollstdllen. Bevisa att det omgjligt kan vara sa att precis ett av nollstédllena ar
icke-reellt.

6. Antag att polynomet p(x) = a,x" +a,_1x" ' + -+ +ap av grad n har nollstéllen
X1,X2, -+ ,X,. Visa att:

@ (~1)"% = xxs--x,.
(b) —"t =x+x2+ -+
(c) generellt sa &r summan av alla produkter av 0 < r < n nollstéllen lika med

(1)

an
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Dessa formler kallas Vietas formler.

7. Man vet att x = 10 &r en rot till ekvationen x* + px+2— 5v/3 = 0. Bestim den
andra roten.

8. Erland skrev upp fem heltal pd tavlan — koefficienterna i ett andragradspoly-
nom och dess nollstillen. Johan suddade bort ett av talen. Da stod talen 2, 3, 4
och -5 kvar péd tavlan. Vilket tal suddade Johan bort?

9. Antag att a,b, c ar reella tal och att a+ b+ ¢ = 0. Visa att a® +b* + 3 =3abe.

10. Antag att i, j,k dr alla 16sningarna till ekvationen 503 — 112 +7x+3=0.
(@) Vad blir i* + j> +k2?

(b) Vad blir 3+ 3 + k%2

Extrauppgifter

11. Visa att om p(x) dr ett polynom med grad 2 sa finns det polynom g(x) och
r(x), bdda med grad 2, sd att p(x)p(x+ 1) = g(r(x)).

12. Hitta alla polynom p(x) for vilka likheten p(x?) + p(x)p(x+ 1) = 0 haller for
alla x.

13. Polynomet p(x) har grad n och egenskapen att p(k) = % forallak=0,1,2,--- ,n.
Vad édr p(n+1)?

(28. Polynom lll (Svdarare)

[8 augusti ]

Sats. Varje polynom med komplexa koefficienter med grad minst ett har t-
minstone en komplex rot.

Betrakta ett polynom av grad n med komplexa koefficienter (som ocksa kan vara
reella tal), som vi skriver som P(z) = 7" +a,_12" ' 4+ --- +ajz + ap, eftersom det
alltid gér att forkorta med den storsta koefficienten utan att forandra rotterna. Lat
oss betrakta polynomet som en funktion fran C till C. Lat oss flytta runt en punkt
zidet komplexa planet och betrakta hur P(z) flyttar sig pa samma komplexa plan
under tiden.
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Om gy = 0 sa har polynomet roten z = 0, sd vi kommer bara att studera fallen da
ap # 0. Vi kallar punkten 7" pa det komplexa planet foér Damen och punkten P(z)
for Hunden. Oavsett var punkten z dr sa dr avstandet mellan Damen och Hunden
lika med |P(z) —2"|.

1. (a) Talet z borjar sin vdg i det komplexa planet i en reell punkt R, flyttar sig
langs med en cirkel med radien R motsols och kommer i slutdndan tillbaka
till samma punkt. Hur kommer Damen att flytta sig under tiden?

(b) Vi kallar talet L for kopplets lingd om det dr det storsta mojliga avstandet
mellan Damen och Hunden f{or ett givet vdrde pd R. Visa att for R > 1 sa ar
kopplets langd begréansat av

L < (1+|an1|+|ano|+-+|a1|+|ao)R"""

(c) Vilken radie ska man ta pa cirkeln som z ror sig pa for att kopplets langd ska
vara mindre dn R" som dr Damens avstand fran punkten 0?

S& om z ror sig runt origo pa en cirkel med en radie som bestimdes i uppgift
1(c) s& kommer Hunden liksom Damen att vandra n ganger runt origo. Lat oss
minska den ursprungliga cirkelns radie. Radien for Damens cirkel kommer ocksa
att minska men hon kommer fortfarande att vandra runt origo n ganger.

Hundens bana kommer att d&ndras kontinuerligt, det vill sidga for en “liten”
forandring pd R sa kommer banan att férandras obetydligt. Dock om R &r néra 0,
sd kommer banan att vara nédra punkten ay.

2. Visa att for R < 1 sa kommer Hunden befinna sig pa ett avstdnd som dr som
mest L < (1+|ay—1|+ |an—2| +---+|a1]| + |ao|)R ifrdn punkten ay.

Da finns det ett litet vdrde pa radien for vilken Hunden inte kommer vandra
runt origo en enda gang. Sa ndr R minskar, s& minskar antalet gdnger som Hun-
den gar runt origo till noll.

3. Argumentera for att for ndgot varde pad radien sd kommer Hunden att bli
tvungen att vandra genom origo.

Satsen ar bevisad!

4. Visa att varje polynom med komplexa koefficienter av grad n > 1 faktoriseras
i n linjdra faktorer med komplexa koefficienter pd ett unikt satt upp till ordning
och multiplikation med konstanter.

5. Visa att varje polynom med reella koefficienter faktoriseras i (hogst) andragrads-
termer med reella koefficienter pa ett unikt sitt upp till ordning och multiplika-
tion med konstanter.

6. Visa att varje polynom av udda grad som har reella koefficienter alltid har en
reell rot.
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Extrauppgifter
7. Antag att p(n) = n? for alla n € N,.. Maste p(x) = x*?

8. Hitta det polynom av hogst grad som delar x” — 1 men ej delar x® — 1 och har 1
som sin forsta koefficient.

9. moch n &r positiva heltal " = 1 och a" = 1 och sgd(m,n) = 1. Visa att a = 1.

10. Det finns tva polynom P(x) och Q(x) var grad &r 10 och hogsta koefficienten
ar lika med 1. Man vet att ekvationen P(x) — Q(x) inte har nagra reella rotter. Visa
att ekvationen P(x+ 1) = Q(x — 1) har atminstone en reell rot.

11. Det finns tva polynom P(x) och Q(x), bdda av positiv grad, s att P(P(x)) =
0(Q(x)) och P(P(P(x))) = Q(Q(Q(x))). Stammer da nodvandigtvis likheten P(x) =
O(x)?

(29. Algebraiska kurvor och ytor )

[9 augusti ]

1. Vi sdger att en algebraisk médngd i planet &r en méngd som &dr gemensamt
nollstélle till ett andlligt antal polynom.

(a) Visa att varje midngd i planet som bestdr av tva punkter dr algebraisk.
(b) Visa att unionen av tva algebraiska méangder &r algebraisk.

2. Rita upp nollstdlleméngden till polynomet p(x,y) = xy. Fundera pa vad som
hander nér vi istéllet for att 10sa p = 0 forsoker 16sa p = € dér € ar ett litet positivt
tal. Forsok att fundera forst innan du borjar rakna.

3. Gor samma sak for polynomet p(x,y) = y(x? +y* —1).

Om vi har en kurva i planet givet av ett polynom av grad d som inte har nagra
singulariteter (dubbelpunkter, sjdlvkorsningar etc) sa sdger Harnacks olikhet att

(d—1)(d-2)
2

det hogst kan finnas + 1 komponenter. Talet d dr polynomets grad.

4. Kan du konstruera en ickesinguldr fjardegradskurva i planet med 4 kompo-
nenter?

Bezouts sats Denna sats sdger att om du har en kurva av grad d; och en kurva
av grad d, sd innehaller skarningen antingen odandligt manga punkter eller hogst
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dd, stycken (egentligen exakt djd, om man riaknar multiplicitet och komplexa
skdrningar).

5. Visa Bezouts sats i fallet d; = 1.

6. Hur kan komponenterna fran din fjardegradskurva mojligen vara placerade?
Gar det att ha 4 “cirklar” inuti varandra? Forsok hitta (med bevis!) alla sdtt som
en fjardegradskurva kan se ut pa.

Gratisprogrammet SURFER finns pa
imaginary.org/program/surfer

Det gar att anvdnda for att rita upp algebraiska ytor i rummet diar man konti-
nuerligt kan variera vissa parametrar.

Foljande uppgifter dr inte givna i ndgon speciell ordning, vilj en som later
intressant och experimentera, garna med SURFER som hjdlpmedel. Fundera forst
vad du tror géller och anvidnd programmet sen.

7. Vad hander med ¢ = xyz nér vi later ¢ variera fran O till 1. Vad startar vi med
och hur kommer det se ut efterat.

8. Vivill ldta polynomet p ha unionen av en cylinder och ett plan som nollstélle.
Vad hiander nar vi sétter p = och later ¢ variera?

9. Forsok konstruera kurvor med maximalt antal komponenter (enligt Harnack).
Hur langt upp i graderna kommer du?

10. Hur kan en ickesinguldr femtegradskurva se ut?

11. Vivill l1ata polynomet p ha unionen av tva cylindrar som nollstélle. Vad héan-
der nér vi séatter p =t och later ¢ variera?

12. Prova att ta nagra ytor i rummet, titta pa deras union som nollstdllemédngden
till ett polynom p med surfer och kolla vad som hdnder nér vi ldter ¢ ga fran 0 till
1 i ekvationen p =1.

13. Hilberts sextonde problem stéller fragan hur en ickesinguldr sjattegradskur-
va i planet med maximalt antal komponenter kan se ut. Finns det ndgon/nagra
situationer vi vet inte kan handa?

14. Samma problem har 16sts ocksa for grad 7. Grad 8 ar fortfarande ett oppet
problem (sa ingen vet 16sningen).

15. SURFER har ett bibliotek over intressanta ytor, bAde de som mest ser roliga
ut (ett hjdrta etc) och de som dr intressanta vetenskapligt (maximalt antal singula-
riteter t.ex.). Undersok biblioteket och prova gdrna att &ndra pa polynomen och
se vad som hander!
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@0. Polynom IV

[9 augusti ]

1. Antag att p(x) = ¢,x" +--- +c1x+co dr ett polynom med heltalskoefficienter, §
ar ett brak forkortat sa langt som mojligt och att p(;) = 0. Visa att a i sa fall delar

co och b delar c,,.

2. Visa att ekvationen x* —x* +7x? + 6x + 8 = 0 inte har ndgra rationella 16sningar.

Definition 1. Ett polynom p(x) med heltalskoefficienter ségs vara irreducibelt dver
Z om det inte gar att skriva p(x) = g(x)r(x) dér g(x) och r(x) &r icke-konstanta
polynom med heltalskoefficienter.

3. Antag att p(x) = a,x" + Ap 1 X"V Hap dr ett polynom med heltalskoeffici-
enter. Bevisa att om det finns ett primtal p sa att

e pdelarg; forallai=0,1,--- ,n—1
e p delar inte a,
e p? delar inte ay
sd ar p(x) irreducibelt 6ver Z.
Ledning: Antag att p(x) = g(x)r(x)dar g(x) = bsx* +bs_1x* "1 +-- -+ by och r(x) =
e 411+ -+ 4 ¢ dr heltalspolynom.
(a) Bevisa att det alltid finns ett tal 0 < i <s (0 < j <) sa att i &r det minsta tal
sd att p inte delar b; (c;).

(b) Vilka vdrden kan i och j ha? Studera a;. j:s delbarhet med p och forsok fa

fram en motségelse.

Denna sats kallas Eisensteins kriterium.

4. Visa att polynomet x!%! +99x!%0 4+ 102 &r irreducibelt 6ver Z.

5. Visa att for alla positiva heltal  finns ett polynom av grad n som dr irreducibelt
over Z.

6. Bevisa att om p(x) dr ett polynom med heltalskoefficienter och a,b ar tva olika
heltal s& delar a — b talet p(a) — p(b). (Ledtrad: visa att a" — b" = (a — b)(a" ' +
a" b+ +ab" 2+ b))

7. Visa att om P(2) ar delbart med 5 och P(5) ar delbart med 2 sd ar P(7) ar delbart
med 10, dar P(x) ar ett polynom med heltalskoefficienter.

8. (a) Bevisa att sgd(x" — 1,x" — 1) = x*840m) _ 1 f5r tva positiva heltal n och m.
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(b) Hitta det polynom g,(x) som delar x” — 1, ddr n > 1 &r ett heltal, men inte har
ndgon gemensam faktor x" 1 — 1.

(c) Bevisa att om p(x) ar irreducibelt 6ver Z sa ar ocksa ¢(x) = p(x+ 1) irreduci-
belt 6ver Z.

(d) Bevisa att om p &r ett primtal sa &r ¢, (x) irreducibelt 6ver Z.

Extraupgifter

9. Visa att det inte finns nagot polynom p(x) med heltalskoefficienter sa att p(2019) =
2019 och p(2016) = 2017.

10. Antag att polynomet p(x) = ax® + bx> + cx +d, dér a,b,c,d &r heltal, bara har
reella nollstédllen samt att ad ar udda och bc dr jamnt. Visa att i sa fall har p(x)
minst en icke-rationell rot. (Ett icke-rationellt tal ar ett tal som inte kan skrivas
som en kvot ’y—‘ av tva heltal x och y.)

11. Bestim sgd utav (x —1)1% +1 och (x+ 1)1 — 1.
12. Visa att polynomet x101 4 101x1%9 4 102 4r irreducibelt 6ver Z.

13. P(x) och Q(x) dr tvd polynom med samma uppséittning av heltalskoefficienter,
som eventuellt kommer i olika ordning. Visa att P(2019) — Q(2019) &r delbart med
1009.

14. P(x) ar ett polynom med heltalskoefficienter. Ekvationen P(x) = 2 har tre hel-
talslosningar. Visa att ekvationen P(x) = 3 inte har nagra heltalslosningar.

15. Lat n vara ett positivt heltal. Pa 2n + 1 kort star var sitt nollskilt heltal, sum-
man av alla talen dr ocksd nollskilt. Man vill ersdtta stjarnorna i uttrycket

2n—1

x4

sd att det polynomet man erhaller inte har ndgra heltalsrotter. Gar detta alltid att
gora?
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31. Mattedrabbning lila

[10 augusti ]

Lag 1 - Lag 2

1. I en schackturnering spelar 30 lag mot varandra, sa att alla spelar mot alla.
For vinst ges 1 podng, oavgjort ger + poang och forlust ger 0 podng. Vilket ar det
storsta mojliga antalet schackspelare som efter turneringens slut kunde ha haft
exakt 5 poang?

2. Visa olikheten a® + b* 4 ¢ +2abc < 2 om a,b,c ar sidorna i en triangel med
omkretsen 2.

3. Man har skrivit upp talen fran 1 till 1000. Hur ménga av dessa tal kan skrivas
som en differens mellan tva positiva kvadrattal?

4. I'triangeln ABC dr vinkeln B lika med 60°. Bisektriserna AK och CE skér varand-
ra i punkten O. Visa att OK = OE.

5. Hitta alla polynom p(x) som uppfyller p(x) = w for alla x och p(0) =

0.

6. Aron och Isak spelar foljande spel pa en graf. Aron stéller sig i en av noderna,
efter det stéller Isak sig i ndgon av de andra noderna. Darefter fordelar de grafens
allanoder enligt foljande regel: den som far noden dr den som behdver ga pa farst
kanter for att komma fram till den. Om det &r lika ménga kanter, sa far ingen
noden. Finns det nagon graf sa att Isak garanterat kan f4 mer &n hélften av alla
noder i slutet av spelet?

7. I triangeln ABC pa fortsdttningen av sidan CB bortom B har man markerat
punkten D sa att AB = BD. Lat M vara mittpunkten pa sidan AC. Bisektrisen till
vinkeln ABC skir linjen DM i punkten P. Visa att vinkeln BAP dr lika med vinkeln
ACB.

8. Givet k € N* visa att det finns ett a € N sa att talfoljden a,a+k,a+ 2k,a+ 3k, ...
innehaller odndligt manga primtal.
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Lag3 -lLag4
1. Parablerna y = x> + bx + ¢ och x = y> 4 by + ¢ har exakt en punkt dédr de sam-
manfaller. Visa att om b ar ett udda tal, sa ar c ett kvadrattal.

2. Gar det att dela upp alla positiva heltal i 3 icke-tomma méangder sa att for alla
par av tal x och y frdn olika méangder sa tillhor talet xy 4+-x+y den tredje madngden?

3. En triangel ABC &r given. De vidskrivna cirklarna tangerar sidorna AB och AC
i punkterna P och Q. Striackorna CP och BQ skir varandra i punkten K, medan
mittpunktsnormalerna till dessa strdckor skér varandra i punkten L. Visa att om
punkterna A, K och L ligger pa en linje sd dr triangeln ABC likbent.

4. Visa att produkten av tre pd varandra foljande positiva heltal inte kan vara ett
kvadrattal.

5. I n— 1 rutor utav ett n x n-brédde sitter var sin skalbagge. En skalbagge vaktar
alla ortogonalt angréansande rutor. Visa att de finns en skalbagge som kan forflytta
sig till en (ortogonal) grannruta som é&r ledig och som inte vaktas av en annan
skalbagge.

6. For positiva heltal a < b < ¢ < d vet man att ad = bc och Vd — Vva < 1. Visa att
a ar ett kvadrattal.

7. Jonathan tdnker pd n olika punkter som ligger inuti en given halvdisk. Elias
kan peka pa en punkt i planet och dd kommer Jonathan beritta avstindet fran
den till den ndrmsta av de punkterna som han tanker pd. Hur kan Elias pa 2n + 1
frdgor bestimma minst en av punkterna som Jonathan tinker pa (att bestimma
innebar att fa ett svar pa fragan som &r exakt 0)?

8. Pd ett 100 x 100-brdde stdr ett vitt torn och ett svart torn som inte hotar varand-

ra. Tornen turas om att gora drag, det vita borjar. Ett torn kan inte flytta sig till en
ruta dar det redan har varit eller sd att det blir hotat av det andra tornet. Den som
inte kan gora ett drag forlorar. Vem vinner om bada spelar optimalt?
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@2. Cirklar ar linjer

[2 augusti ]

Foljande 4 uppgifter foljer ett intressant monster.

1. Lat w; 23 4 vara fyra cirklar sa att @; och w3 tangerar @, och @;. Visa att de fyra
tangeringspunkterna ligger pd en cirkel.

2. Lat w53 vara tre cirklar och /4 en linje sa att @w; och @ws tangerar w, och /. Visa
att de fyra tangeringspunkterna ligger pa en cirkel.

3. Lat w; och w; vara tva cirklar och /; och I4 tva linjer sa att bdda cirklarna
tangerar de bada linjerna. Visa att de fyra tangeringspunkterna ligger pa en cirkel.

4. Lat oy och m, vara tva tangenta cirklar och 1at /3 och /4 vara tva parallella linjer
sd att w; och /4 savdl som m, och /3 dr tangenta. Visa att de tre tangeringspunkter-
na ligger pa en linje.

Dessa uppgifter dr sd pass lika varandra att vi skulle vilja kalla alla fyra for
exakt samma uppgift, den enda som verkar avvika fran de andra ar uppgift 4. Vi
kan lite mer tydligt visa denna likhet genom att transformera en av uppgifterna
till en annan. Betrakta alltsd uppgift 1 och “blas upp” cirkeln wy sd att radien gar
mot odndligheten men sa att den alltid tangerar w; och @;3. I denna process kom-
mer cirkeln w4 att gd mot linjen /4 i uppgift 2, och de fyra tangeringspunkterna
kommer fortfarande att ligga pa en cirkel!

Tanken &r alltsd att betrakta en linje som en cirkel med odndlig radie, denna
ide kan vid flera tillfdllen vara anvandbar. Mer formellt introducerar vi “punkten
vid odndligheten” betecknat P.. Vi sdger att denna punkt ligger pa alla linjer men
inte pa ndgon cirkel. Planet tillsammans med P., utgor ”"det utokade” planet, som
har den trevliga egenskapen att tre godtyckliga punkter definierar antingen en
cirkel eller en linje. I det utokade planet skiljer vi inte heller pa cirklar och linjer,
utan betraktar de som samma typ av objekt, “clinjer” (“clines” pa engelska). Vi
sdger att tva clinjer tangerar varandra om de endast har en gemensam punkt, sa
tva parallella linjer tangerar alltsa varandra i P..

Vi kan nu Oversitta alla fyra uppgifter till samma uppgift i det utokade planet
pa foljande sitt.

5. Lat I'1 234 vara fyra clinjer i det utokade planet sd att I'j och I'; tangerar I
och I'y. Visa att de fyra tangeringspunkterna ligger pa en clinje.

Den intressantaste versionen ar uppgift 4. Méark att de tva parallella linjerna
har en tangeringspunkt i P.. For att visa att de fyra tangeringspunkterna ligger
pa en clinje ska vi alltsd visa att de tre andra tangeringspunkterna ligger pa en
linje!
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@3. Inversioner runt en punkt

[3 augusti ]

Naér vi nu dr bekvdma med det utokade planet kan vi definiera inversion med
avseende pa en cirkel.

Definition 1. Om o &r en cirkel med mittpunkt O och radie r dr inversen av punk-
ten P med avseende pa cirkeln @ den punkten P* pd strdlen OP som uppfyller
OP-OP* = r*.

Fran definitionen framkommer det d4ven att inversen av O &r P., och vice versa.
Med detta i dtanke blir inversion definierat pd alla punkter av det utokade planet.
Det ar dven uppenbart att inversen av inversen av en punkt dr punkten sjalv.
Inversion &r alltsd en involution och sdledes en bijektion!

Naér vi inverterar runt en cirkel spelar radien séllan ndgon roll. Att &ndra radi-
en av cirkeln vi inverterar med avseende pa resulterar endast en i forstoring eller
forminskning av bilden vi far. Pa grund av detta pratar vi oftast om inversion
runt en punkt, och menar inversion med avseende pd nagon cirkel med denna
punkt som mittpunkt.

1. Invertera runt punkten O. Visa att ZOAB = ZOB*A*.

Den foregdende satsen dr mycket hjdlpsam och kommer bland annat vara an-
vandbar for att visa foljande satser.

2. Lat [ vara en linje genom O. Visa att inversion runt O tar linjen till sig sjalv.

3. Lat [ vara en linje ej genom O. Visa att inversion runt O tar linjen till en cirkel
genom O. (Tips: Tank pd punkten pa / som ligger ndrmast O.)

4. Lat o vara en cirkel genom O. Visa att inversion runt O tar cirkeln till en linje
ej genom O.

5. Lat o vara en cirkel ej genom O. Visa att inversion runt O tar cirkeln till en
annan cirkel ej genom O. (Tips: Betrakta den diametern som gér igenom O.)

Dessa uppgifter visar den viktigaste egenskapen av inversion: inversion tar
clinjer till clinjer! Tack vare att inversion dr en bijektion tas d&ven tangenta clinjer
till tangenta clinjer! Sammanfattningsvis gor inversion runt punkten O féljande:

e Linjer genom O <> Linjer genom O.
¢ Linjer ej genom O < Cirklar genom O.

e Cirklar ej genom O <« Cirklar ej genom O.

Ett varningsord: Om cirkeln o, tas till cirkeln @, tas mittpunkten av w; inte
till mittpunkten av @, Detta ar ett mycket typiskt misstag som ménga faller pa.
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@4. Inversioner runt en punkt

[4 augusti ]

De enda punkterna som bevaras under inversion med avseende pd en cirkel
dr punkterna pa sjélva cirkeln. Vi vet dven att linjer genom O tas till sig sjédlva
under inversion runt O. Vilka andra clinjer tas till sjdlva under inversion? Den
fragan far vi snart svar pa.

Definition 1. Lat w; och @, vara tva cirklar med mittpunkter O; och O, samt skér-
ningspunkter A och B. Om £01A0; = Z01B0O, ar de tva cirklarna ortogonala.

1. Lat w; och @, vara tva ortogonala cirklar. Visa att w, tas till sjdlv under inver-
sion med avseende pa ;.

Ibland vill man jobba med ldngder, dd kan foljande uppgift vara anvandbar.
2. Invertera runt en cirkel med mittpunkt O och radie r. Visa foljande formel:

AB

A*B* = 2. .
" "0A-0B

Triangelcentrum visar sig ha bekvdma egenskaper under inversion.

3. Lat triangeln ABC ha omcentrum O, orthocentrum H och incentrum /. Visa
foljande under inversion runt A.

e O* dr spegelbilden av A pa linjen B*C*.
e [* dr excentrum av triangeln AB*C*.

e A dr excentrum av triangeln H*B*C*.

@5. Uppgifter med inversion

[7 augusti ]

Inversion &r ett tveeggat svard, inversion runt en illa vald punkt kan oftast
forsvara uppgifter istillet for att forenkla dem! Det ar darfor viktigt att veta nar
det dr lampligt att invertera.
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e Inversion kan ta cirklar till linjer, dessa &r oftast enklare att jobba med. Om
manga linjer gdr igenom samma punkt, invertera runt den punkten!

e Inversion tar tangenta clinjer till tangenta clinjer. Uppgifter med manga tan-
genta linjer och cirklar kan oftast ritas om till en finare konfiguration med
hjalp av inversion.

e Inversion byter plats pa vinklar, skicklig anvdndning av detta kan skapa
trevligare konfigurationer.

1. Triangeln ABC har en rit vinkel vid A. Cirklarna @; och @3 genom A har mitt-
punkter pa sidan AB. Cirklarna @, och w4 genom A har mittpunkter pa sidan AC.
Visa att de 4 punkterna dér tva av cirklarna skdr varandra ligger pd en cirkel.

2. Lat Cirklarna w; och s tangerar varandra vid P. Cirklarna @, och w4 tangerar
ocksd varandra vid samma punkt P. Lat de 4 punkterna dér tva av cirklarna skar
varandra vara A, B, C och D. Visa att:

AB-BC _ PB?
AD-DC  PD?

3. Lat ABCD vara en konvex fyrhorning dér diagonalerna skér varandra i en rat
vinkel vid punkten P. Visa att de 4 spegelbilderna av P pa fyrhorningens sidor
ligger pd en cirkel.

4. Lat w vara en halvcirkel med diameter AB. Linjen / skidr w i punkterna C och D
samt linjen AB i punkten M sd att MB < MA och MD < MC. Lat K vara skdrnings-
punkten av cirklarna runt AOC och BOD. Visa att ZOKM = 90°.

5. Linjen [ skiér cirkeln @ i A och B. Lat cirkeln I" tangera AB vid T och tangera
internt vid S. Visa att linjen T'S delar randen AB i tva lika delar.

6. Cirkeln w har diameter PQ. Cirkeln I" tangerar @ internt och tangerar PQ vid
punkten C. Lat AB vara den tangenten av I" som dr rdtvinklig mot PQ och sa att A
ligger pa w och B ligger pd PQ. Visa att AC &r bisektrisen av Z/BAP.

7. A, B och C ligger pa en linje i den ordningen. Cirkeln w; har diameter AB och
cirkeln @, har diameter BC. Cirkeln w; tangerar ®;, tangerar linjen genom C som
ar ratvinklig mot AC och tangerar @, vid punkten 7. Visa att linjen AT tangerar
.

8. Fyrhorningen ABCD har en omskriven cirkel med mittpunkt i O och en inskri-
ven cirkel med mittpunkt i /. Ytterbisektriserna av ZA och ZC skér ytterbisektri-
serna av ZB och ZD i punkterna Q, R, S och T. Visa att QRST ligger pd en cirkel
med mittpunkt pa linjen OI.
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@6. Legorobotar

[2 augusti ]

Idag ska vi installera utvecklingsmiljon for att programmera Legorobotar med
Python. Ni kanske har programmerat legorobotar tidigare med grafiska block,
men man kan faktiskt programmera dem med Python och andra textuella pro-
grammeringssprak ocksd. Vi kommer anvidnda oss av programmet Visual Studio
Code, med ett tilligg for EV3 Mindstorms.

Vi kommer gd igenom allting fran grunden sd ni behover inga forkunskaper.

36.1 Anropa funktioner utan returvarde

For att anropa en funktion skriver man dess namn och sen parenteser som inne-
haller dess argument. Precis som att man i matematiken kan skriva f(x) eller h(x).
En stor skillnad &r att i matten dops de flesta funktioner till en enda bokstav, me-
dan de i programmeringen brukar ha ldngre namn som print ) eller reset_angle().

> Forsta uppgiften dr att anropa funktionen print() som skriver ut saker pa skar-
men. Dess argument dr en textstrang som ska skrivas ut pa skdrmen (pa datorn,
inte roboten). Textstrangar lagger man alltid mellan citatstecken i python, sdhér:
"Hejsan!" Du kan dven skriva ut tal eller andra datatyper med printfunktionen.
Den é&r praktisk ndr man felsoker sina program.

Manga funktioner brukar grupperas i ndgot som heter klasser. Till exempel
alla funktioner som har ndgot med ev3-klossen att gora ligger i klassen brick.
Sen finns det underklasser till den, till exempel allting som har med hogtalaren
i ev3-klossen att gora ligger i en klass som heter sound. Klasser och funktioner
separerar man med punkt i python. S& for att spela upp ett ljud kan man skriva
brick.sound.beep().

Det géar att skriva ut saker pa ev3-enhetens skdrm ocksa, da anvinder man
funktionen text() i klassen display som ligger i brick-klassen. For att skriva ut
négot skriver man brick.display.text("En fin text").

Maénga funktioner kan ta ett eller flera valfria argument, som till exempel beep-
funktionen tidigare, den kan man ge en frekvens, langd och volym. Om jag vill
spela tonen C (262Hz) i 1 sekund med 80% volym skriver jag brick.sound.beep(262, 1000, 80).
Observera att tiden anges i millisekunder, dvs 1 sekund dr 1000 millisekunder.
Man kan skippa argument bakifrdn, da fdr de defaultvarden. Till exempel blir
brick.sound.beep(262, 1000) tonen A i en sekund, men med volym 30% for 30% &ar
funktionens fordefinierade defaultvdrde. Daremot kan man inte skippa argument
framifran, om jag skulle anropa brick.sound.beep(1000, 80) skulle det spelas upp en
ton med 1000Hz i 80ms.

En annan praktisk funktion (ndr man bland annat gor musik) dr wait() som
vantar en specifik tid, angiven i millisekunder. Den pausar programmet i angiven
tid.

73



36.2

36.3

> Skriv ett program som spelar upp bjornen sover, eller annan kdnd melodi. Sk
upp noter pa natet och dversétt till frekvenser! Finns gott om info pa nidtet om
vilka frekvenser som motsvarar vilka noter.

Anropa funktioner med returvdrde

En annan skillnad fran matematiken &r att nastan alltid returnerar f(x) ett nume-
riskt varde. Men inga av de funktioner (print, beep eller text) har returnerat nagot.
Man anvander funktionerna for att fa ndgot att hianda, eller for att gruppera kod
som hor ihop och ska utfora nagot tillsammans.

Men det finns dven funktioner som returnerar ett varde. Till exempel funk-
tionen voltage i klassen battery (som ocksa ligger i brick). Den returnerar hur
mycket spanning som finns kvar i batteriet i millivolt. Da kan man anvidnda det
vdrdet for att skriva ut pd skdrmen med print() eller text() funktionen:

brick.display.text(brick.battery.voltage())

Vi kommer aterkomma till fler funktioner som returnerar varden. Typiskt &r
det for att lasa av sensorer, som vilken firg en fargsensor ser, eller hur langt av-
stdnd en avstandssensor méter.

Skapa egna funktioner

Det gar sjdlvklart att skapa egna funktioner. Det gor man med nyckelordet def
foljt av funktionens namn. Man anvdnder som sagt funktioner for att gruppera
kod som hors ihop och kanske ska kunna anropas fran olika stéllen i koden. Vi
vill nu skapa en funktion f6r melodin vi skapade tidigare. Vi doper funktionen till
sleeping_bear. Python gillar i allménhet inte de svenska bokstdverna & & 6 sd man
brukar anvdnda engelska for funktionsnamn, men det géar sdklart bra att dven
skriva dopa den till bjornen_sover.

Vi skriver

def sleeping_bear ():
brick.sound.beep (...
brick.sound.beep (...
brick.sound.beep (...

N S N

brick.sound.beep (...

Observera kolonet efter parenteserna pa raden som definierar funktionen, det
ar vanligt att man glommer det. Observera ocksa att man i python indenterar sin
kod, det betyder att man har mellanslag fore varje anrop inne i en funktion. P&
det viset vet python att allting som har mellanslag fore sig hor ihop och tillhor
funktionen sieeping_bear.

Vill man ha ndgon indata till funktionen kan man skriva det inom parenteser-
na, men mer om det senare nér vi har introducerat variabler.
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36.4

36.5

Variabler

En variabel d4r som en postldda. Man kan stoppa in natt i den och spara for att vid
ett senare tillfdlle plocka fram det. I mdnga sprak maste man beritta vad postla-
dan ska innehalla, men Python dr svagt typat, vilket betyder att alla variabler kan
innehalla alla sorters datatyper. Daremot kan det &ndd vara bra att halla koll pa
vad man jobbar med for sorts datatyp. Ndgra vanliga ar heltal, flyttal, strangar,
boolska vdrden och listor.

Heltal &r till exempel 1, 5, -4 och 1000.

Flyttal dr decimaltal, som 1.5, 5.5 och 7.0, observera att flyttal specificeras ge-
nom att anvdnda en punkt, inte huruvida de har en decimaldel. Det betyder att
det matematiska heltalet 4 kan uttryckas bade som ett heltal i python 4 eller som
flyttal 4.o0.

> Testa att skriva ut (med print-funktionen lampligast) vad 5/2 ér, eller 5.0/2.0.
Det forsta blir ett heltalsbrdk, medan det andra ett flyttalsbrdk. Vad hander om
tdljare eller ndmnare har olika datatyp?

Strangar avgransas med citatstecken och &r oftast text, som "sej" eller "#\%a/ (",
men det kan ocksd vara en strang som innehaller ett tal, som "s", men d& behand-
las det som symbolen for siffran 5 och inte vdrdet 5.

Det finns bara tva boolska varden, och det dr True och Faise.

Listor dr en samling av vdrden, de skapar man med hakparenteser och kom-
matecken mellan listans element. Man skulle till exempel kunna ha en lista 6ver
bilmérken: ["volvo", "BMu", "Fiat"] Det gdr ocksa att skapa listor med olika dataty-
per, till exempel [5, "Fredrik", 3.14, "Kalle Anka"]

For att skapa en variabel skriver man dess namn foljt av ett likhetstecken:

reflected_light = 0.56

Ofta kanske man vill spara ett viarde fran en funktion i en variabel, till exempel
spanningen fran batteriet som vi ldste av forut:

current_voltage = brick.battery.voltage ()

Ibland dr det smidigt att kunna konvertera mellan olika datatyper. For att gora
om ndgot till ett heltal anvander man funktionen int ) som star for integer, for att
gora om nagot till ett flyttal anvander man funktionen f10at (), och sa slutligen for
att gora om det till en strang anvander man funktionen str ().

Forutom att addera flyttal och heltal sa anvands plustecknet ocksa for att kon-
katenera (dr ett ord som kommer fran latin och betyder kedja ihop) strangar. Of-
tast vill man skriva ut en variabels vdrde och en kort beskrivning av vad det ar
man printar. Till exempel “Batteriniva: 8.9 volt". Det kan man gora sahr:

print ("Batteriniva: " + str(brick.battery.voltage()) + " volt")

Konstanter

Konstanter ar en specialform av variabler. En variabel som aldrig dndrar virde
kallar man for konstant.  manga programmeringssprak (dven Python) skrivs kon-
stanters namn med VERSALER.
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36.6

36.7

De skapas pd samma sitt som variabler:

PI = 3.14
GRAVITY = 9.8

Det finns manga konstanter som redan ar definierade. Som till exempel olika
fordefinierade ljudfiler, de ligger i klassen SoundFile. Till exempel ranrare, xunG_ru,
ELEPHANT_CALL and poc_ARk_1. Du kan spela upp ljud med funktionen file i klassen
sound:

brick.sound.file(SoundFile.FANFARE)

Négra andra vanliga konstanter dr A, B, C och D som &r portarna fér motorer-
na, samt S1, S2, S3, S4 som dr portarna for sensorer. De ligger alla i klassen Port.
Mer om dessa nér vi pratar om objekt nedan.

Objekt

Objekt ar klasser som har instansierats, det betyder att man kan ta en klass och
frdn den mallen skapa flera instanser (som ocksa kan kallas objekt). Till exempel
kan man ta en klass for en motor och skapa flera motor-objekt - ett f6r varje motor
som man anslutit till roboten.

Man skapar objekt genom att anropa en speciell funktion som kallas konstruk-
tor (man kan tanka sig att den funktionen konstruerar objektet). Till exempel finns
funktionen/konstruktorn Motor() som skapar ett motor-objekt, och konstruktorn
UltrasonicSensor() som skapar en ultraljudssensor. Man sparar objekt i variabler.
Precis som heltal eller strangar kan sparas i variabler, sd kan dven objekt sparas i
variabler. Faktum &r att heltal och strangar ocksd rdknas som objekt i python.

Konstruktorn for motorer och sensorer har en parameter som anger vilken
port den dr ansluten till:

right_motor = Motor (Port.B)

left_motor = Motor (Port.C)
distance_sensor = UltrasonicSensor (Port.S4)

Dubbelkolla giarna sladdarna for att se vilken port som motorerna och senso-
rerna dr anslutna till. Det kan variera frdn robot till robot, &ven om jag forsokt
sdtta dem lika.

Motorer

Precis som det finns funktioner som tillhor en speciell klass, sd finns det ocksa
funktioner som tillhor ett speciellt objekt. For motorer kan man anropa run() som
startar motorn, funktionen tar en enda parameter som anger motorns hastighet i
grader per sekund.

motor = Motor (Port.B)
motor .run (200)

> Det hdnder ingenting nér ni kor ovanstdende kod? Varfér? Kan ni ordna det?
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Ett annat sitt att 16sa ovanstdende problem dr att anvdanda funktionen run_time(speed, time)
eller run_angle(speed, angle) som kor motorn i ett visst antal millisekunder, respek-
tive en viss vinkel i grader.

Bdde run_angle() och run_time() tar tvd extra valfria argument. Det forsta argu-
mentet dr vad som ska hdnda efter att motorn snurrat klart, ska den stanga av
strommen helt (stop.coast) eller ska den aktivt forsoka hélla kvar vinkeln (stop.HoLD),
det finns ocksa en mittemellan som bromsar motorn (stop.Braxe). Det andra argu-
mentet dr True om funktionen ska vianta med att returnera tills den natt sin slut-
giltiga vinkel/tid eller Fai1se om funktionen ska returnera direkt. Det kan vara
praktiskt om man ska kora tva motorer samtidigt (till exempel tva motorer som
driver hjulen):

right_motor = Motor (Port.B)
left_motor = Motor (Port.C)
right_motor.run_angle (60, 360, Stop.HOLD, False)

left_motor.run_angle (60, 360, Stop.HOLD, True)
print ("Motorerna har roterat 360 grader med 60% hastighet")

Det finns mdnga fler funktioner pd Motor-objektet. Till exempel speed() som
ger hastigheten som motorn just nu snurrar, stop() som stannar motorn, angle()
som ger nuvarande vinkel pd motorn och reset_angle(angle) som sétter vinkelgiva-
ren till en specifik vinkel (dvs snurrar inte motorn, men “nollstéller” vinkelgiva-
ren).

> Stéll upp ett hinder. T.ex. en tom mjolkforpackning eller ett legotorn. Roboten
ska starta ungefar 40cm dérifrdn riktad mot hindret. Programmera roboten att
komma sa néra hindret som mdjligt utan att vilta det.

Att fa hog noggrannhet dr viktigt i mdnga sammanhang. En industrirobot som
ska svetsa ska vara ndra objektet men inte vélta omkull det. En robot som ska
servera kaffe far inte spilla utanfér koppen, den maéste std precis pa ratt stille. Ni
far har programmera en robot att aka till precis rétt stille!

> Programmera roboten att dka i en fyrkant.

For att kalibrera robotar brukar man programmera dem att dka i en fyrkant.

Man kan fa ut mycket information fran ett sa litet program:

e Att roboten inte drar snett niar den dker rakt. Skulle roboten dka snett kan
motorerna vara olika slitna, eller hjulen ha olika diameter

e Att roboten dker ratt langd pa varje rakstracka (och lika langt).
e Att roboten svanger precis 90 grader i varje svang.

Testa att lagga en svang och en rakstrdcka i en funktion sa behdver ni inte
dndra vardet pa flera stéllen, utan bara i funktionen. Sen anropas funktionen fyra
ganger i rad. Mycket smidigt!

> Fa roboten att dka en viss bana. Banan kan tejpas upp pa golvet. Roboten ska
halla sig inom de bada vdggrenarna. Roboten ska vara hdrdkodad att folja denna
specifika bana. Eftersom roboten inte tar in omgivningen &r det viktigt att den
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36.8

startar exakt likadant varje gdng, bade vinkeln och positionen. Man kan tdvla om
vem som kommer genom banan snabbast!

Banan behover inte vara tejpad. Ni kan stilla upp en lego-markor eller en kon
som roboten ska ta sig runt och sedan tillbaka till starten. Eller flera koner/bollar
som roboten ska kora slalom mellan utan att sla ned ndgon av konerna/bollarna.

> Placera ut lite laskburkar som roboten ska ta tag i och flytta. Det kan t.ex. vara
i samma bana som uppgiften ovan. Markera ett fast stille pd banan dar burken
finns sa kan de hardkoda roboten att aka dit och hamta burken. Markera ett annat
stdlle pa banan dar burken ska lamnas. Observera att det blir problem om man
anvander run_angle) pa motorn som styr klon och man inte terstéller klon mellan
tva korningar, varfor? Anvand run_time () fOr att slippa tdnka pa att aterstdlla klon
hela tiden.

Lagerrobotar runt om i vdrlden arbetar sadhdr. De plockar upp ett objekt och
transporterar det fran punkt A till punkt B. Det kommer att revolutionera trans-
portindustrin. En taxibil behover ingen férare om den klarar av att kora mellan
olika adresser pd egen hand.

> Placera ut tva laskburkar och programmera roboten att byta plats pa dem. T.ex.
en fanta och en laskbruk. Roboten maste forst flytta fantaburken till en temporér
lagringsplats innan de flyttar laskburken till platsen ddr fantan stod, for att sist
aka till fantaburken och flytta den till laskburkens plats. Detta krdver stor nog-
grannhet och det dr viktigt att roboten startar pa exakt samma stélle varje gang.
Stéll burkarna relativt ndra varandra for att roboten inte ska komma helt bort sig
ndr den svidnger och kor.

Lagerrobotar maste ibland byta plats pd saker for att ha saker som ar mest
populédra ndrmast. Pa Clas Ohlsson lagret vet jag att de optimerar sa att produkter
som ofta tar slut 4r ndrmast lastbilarna for att snabbt komma ivag till butik.

Sensorer

Under avsnittet om objekt sd skapade vi ocksa ett UltrasonicSensor objekt. Det
har en funktion som heter distance() som ger avstdndet i millimeter till nirmaste
hinder framfor.

Det finns ocksd manga andra sensorer man kan skapa objekt for, till exempel:

® TouchSensor SOM har funktionen pressed() som ger True om sensorn ar intryckt
och Fa1se om den &r utslappt.

® ColorSensor som har funktionen refiection() som ger reflekterad ljusstyrka i
procent ddr 100 betyder allt dr sa ljust det kan bli, och 0 &r allt kolsvart.

® Gyrosensor som har funktionen angle() som ger gyrots nuvarande vinkel.

> Testa att skriva ut virden frdn sensorerna pa skarmen.
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36.9 Loopar

Robotar upprepar ofta samma sak om och om igen. T.ex. en industrirobot som
ska tillvecka bilar maste gora om samma monteringssteg hundratals ganger. Da
anvands loopar! Loopar &r bra for att slippa skriva samma rader kod flera ganger
i rad. Som programmerare spar du tid!

Loopar kan ocksa kallas for upprepningar eller repetitioner. Vissa kallar det
for snurror eller slingor eftersom programmet snurrar runt och goér samma sak
om och om igen.

Python har tva sorters loopar, while-loopar och for-loopar. Vi kommer hér ba-
ra gd igenom while-loopen. Det dr den som anvands mest i legoprogramemring.
for-loopen kommer vi titta ndrmare pa i lektion 3.

while loopen upprepar ndgot medan ett villkor &r sant. Till exempel medan
ett avstdnd ar storre &n 20cm eller medan ljusstyrkan som ljussensorn ser dr mer
an 30%.

ljussensor = ColorSensor (Port.S2)
while ljussensor.reflection() < 30:
print ("Ljuset &r mindre &n 30%")
wait (500)
brick.sound.beep (300)
print ("Nu var ljuset mer (eller lika med) 30%. Loopen bréts.")

Precis som nér vi skapade funktioner s maste vi indentera var kod med mel-
lanslag for att python ska veta vad som tillhor loopen. Allting som vi skriver
mellanslag fore tillhor loopen.

Man anvinder det ofta for att vdnta pa nagot. Till exempel kora en motor
tills man trycker pa trycksensorn. Forst startar man motorn, sen viantar man pa
att trycksensorn blir intryckt (med en loop som inte gor nagot), for att efter att
loopen ér klar stinga av motorn.

motor = Motor (Port.A)
trycksensor = TouchSensor (Port.S1)

motor .run ()

while not trycksensor.pressed():
wait (10)

motor.stop ()

Observera att inga while-loopar kan vara tomma, da far man ett error. Faktum
ar att man aldrig kan ha ett tomt block som man indenterar, det ger error dven
for tomma funktioner. Man brukar ldgga in en kort paus i sina loopar for att
programmet inte ska lasa sig helt.

> Gora samma sak som den tidigare uppgiften nar roboten skulle dka fram till
en tom mjolkforpackning eller legotorn, fast den hir gangen med hjélp av en
ultraljudssensor. Roboten ska stanna nér den har nagot framfor sig.

Ni har programmerat en robot som reagerar pa ultraljud. En ménniska kan
inte hora ultraljud, men en fladdermus kan. En fladdermus navigerar med hjilp
av ultraljud precis pa samma sétt som er robot. Den skickar ut en hogfrekvent
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signal och mater tiden det tar for ekot att komma tillbaka, med lite matte kan
fladdermusen dd rdkna ut hur langt det ar till kvistar och grenar i skogen.

> Aka fram tills roboten ser en linje. Samma sak som foregdende uppgift, fast
man anvadnder en ljussensor for att ge roboten syn. Tejpa upp en linje pa vit bak-
grund och forsok fa roboten att dka fram tills den ser linjen. Roboten ska stanna
ndr den ser linjen.

Ljussensorer anvands overallt i industrin! Det &r ett viktigt redskap for att ge
robotar syn ddr kameror ar for dyrt. Manga robotar reagerar pa linjer sd att de
inte kor fel.

> Programmera ett inbrottslarm som véantar pd att ndgot ska komma framfoér US
sensorn och sedan tjuter!

> Klon fastnar ju nar motorn star i “dodldage” och man anvander run_angle(), men
ndr man anvander run_time) forlorar man lite tid nar klon stangt sig. Battre att
anvanda en sensor som mérker ndr det dr tillrackligt stangt. Stang klon tills tryck-
sensorn dr intryckt.

I stort sett alla mekanismer anviander dndldgessensorer for att veta ndr man
kan sluta kora en motor. T.ex. i en 3D skrivare sitter trycksensorer i varje dnde
av rorelsen for att den inte ska ha sonder sig sjdlv. Nar trycksensorn trycks in
vet 3D skrivaren att den ska sluta flytta skrivarhuvudet. Likadana sensorer sitter
foressten i vanliga skrivare ocksd! Och i det mesta som ror sig.

> Programmera en robot att dka fram och tillbaka mellan tva svarta streck pa
marken. Blir ungefar som uppgiften da roboten skulle stanna vid en svart linje,
men nu ska den byta riktning eller borja backa istéllet.

Om en robot ska vakta ett industriomrade (eller en dorr) behover den dka fram
och tillbaka mellan tva markeringar och ha koll pa vad som hénder. Robotar gor
ofta vildigt enformigt arbete som méanniskor inte vill gora.

> Rikna linjer och stanna efter att roboten passerat 4 linjer. Anvdnd en variabel
som haller koll pd hur manga linjer som passerats. Denna uppgift dr lite svarare
dn de andra.

> Ak en fyrkant med en loop. Ha en variabel som raknar antalet iterationer
(dvs varv genom loopen) och bryt efter fyra iterationer.

Programmerare dr lata. Genom att anvdnda loopar slipper man mycket arbete.
Det &r bittre att programmet automatiskt upprepar saker istdllet for att man ska
skriva upprepad kod.

> Hadlla sig inom ett upptejpat omrdde och stdda rent det. Varje gdng roboten ser
en linje ska den backa, svianga och kora framdt igen. Puttar ut alla laskburkar fran
omrddet tillslut.

Kan anvindas for att stida"ett bord (puttar ned allt pa golvet). Kanten pa
bordet reflekterar inget ljus sa det tolkas som en svart tejp av roboten. Grasklip-
parrobotar brukar ha en linje/slinga runt hela tridgarden som roboten ska halla
sig innanfor.

> Undvika att kora in i ndgot. Samma som senaste uppgiften fast man vantar pa
att roboten ska kdnna av ndgot med ultraljudssensorn istéllet for ljussensorn.

Detta dr pa samma sitt som robotdammsugare fungerar. En robotdamsugare
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krockar i saker och mérker det och backar och svanger. Er robot &r till och med

bittre eftersom den inte behover sld i ndgonting, den reagerar innan den krockar

i natt!

> Folja en linje. Ganska klurig uppgift om man aldrig gjort det forut.

Linjefoljande robotar finns 6verallt! Det finns tavlingar med dem och de an-

vands i industrin. Mdnga robotar guidas av kablar. Var robotgrasklippare hittar

tillbaka till laddstationen med hjilp av en guidekabel som den foljer pd samma

sdtt som ni precis gjort. En forarlos bil ser linjerna pa vagen och foljer dem.

36.10 If-satser

Ibland behdver man ldsa av variabler eller sensorer utan att skapa en loop for det,
for att slippa upprepa eller vénta pa ett varde. Man kanske bara momentant vill
undersdka om en knapp ar intryckt eller om ett hinder finns framfor roboten, eller
sa vill man kolla flera saker i en loop. Dd kan man anvinda if-satser. De kollar ett
villkor och kor ett block av kod om villkoret &dr sant:

if ultraljudssensor.distance() < 800:
print ("Avst&ndet &r mindre &n 80cm")

Man kan ocksa ldgga pa en else sats som kors om villkoret &r falskt:

if trycksensor.pressed():
brick.sound.file(SoundFile.TOUCH)
brick.sound.file(SoundFile.DETECTED)
else:
brick.sound.file(SoundFile.NO)
brick.sound.file(SoundFile.TOUCH)

Man kan ocksa kolla om ett av flera villkor uppfylls, den kommer bara kora
det forsta blocket som ér sant:

if ljussensor.reflected() < 10:
print ("Kolsvart")

elif ljussensor.reflected() < 40:
print ("Mérkt")

elif ljussensor.reflected() < 60:
print ("Molnigt")

elif ljussensor.reflected() < 90:
print ("Vacker dag")

else:
print ("Str8lande solsken")

> Folj linjen tills roboten hittar en burk. Finga den och sen fortsitta folja linjen.
Robotar pd pappersbruk forflyttar stora pappersrullar genom att folja linjer pa
golvet.

> Sluta folja linjen ndr den kommer till en fargad tejpbit / markering.

Robotar anvinder sig ofta av ndgot som kalla beacon, vilket betyder markorer
pa svenska. Dessa anvander roboten for att veta var den befinner sig. De kan
besta av t.ex. fargmarkeringar eller saker som sdander ut strdlning som roboten
reagerar pa.
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37. Mer Python

[4 augusti ]

Idag ska vi ldra oss mer avancerad python-programmering och anvéinda det
for att 16sa programmeringsproblem.
Om ni redan kan Python behover ni inte ldsa alla texten nedan, men gor danda
uppgifterna som dr markerade s har:
>  Forsta uppgiften ar att fa igdng er dator och utvecklingsmiljon IDLE.

37.1 Pythonterminalen

Nar ni startar IDLE far ni upp en Pythonterminal (Python Shell). I den kan man
direkt skriva in de instruktioner som man vill att datorn ska utfora.

> Borja med att testa att anvanda Pythonterminalen som en minirdknare. Skriv
t.ex. in

163+24

och se vad resultatet blir.

37.2 Kattis

Kattis (open.kattis.com) dr en hemsida med ménga problem fran tidigare pro-
grammeringstdvlingar. For dessa problem ska man skriva ett program som lédser
in indata och raknar ut ndgot fran det. Skapa ett konto dér och sok reda pa pro-
blemen nedan. Los Kattis-problemet hello. Det dr ett exempelproblem for att se
att det funkar att skicka in l6sningar. Skapa en pythonfil dar ni skriver er 16sning
och testa att kora den for att se resultatet. Losningen ar pa en rad, ganska lik ra-
den nedan. Vilj Python3 som programmeringssprak néar ni skickar in 16sningen
till Kattis.

print (’Skriv r&dtt mening hé&r!’)

Naér ni skickat in ert program som 16sning pa ett problem kommer Kattis att
kora det programmet med manga olika indata och kontrollera att det alltid ger
ratt svar.

37.3 Operatorer

Operatorer dr tecken eller ord som anvdnds for att kombinera och manipulera
variabler. Det finns manga operatorer i Python. Ndgra av de viktigaste (forutom
+,-, % /,=) finns i tabellen nedan.
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Python Matematik Beskrivning

x//y H x delat med y avrundat nedat
X hy x(mod y) Resten av x vid division med y
X k% y x x upphojtiy

X +=y X4—x+y Sammasomzx = x + y

X *=y XXXy Sammasomzx = x * y

Tilldelningsoperatorerna -=, /=, %=, osv foljer samma princip.
> Testa att ni forstdr vad alla operatorerna i tabelen ovan gor genom att anvanda
dem i pythonterminalen.
> Vad blir resultatet av -3//4 och -3J4? Gissa innan ni testar.
Testa nu det lite svdrare problemet
> Kattis problem pot
Koden nedan ar ett exempel pa hur man kan ldsa in indata och skriva ut resul-
tatet pd detta problem. Anvand alla de fyra forsta operatorerna i tabellen ovan i
er 16sning.
N = int(input ()) #L&s in antal tal
X
for i in range(N): #Loopa igenom talen i indata
P = int(input()) #L&s in ett tal

7?77 #R&dkna upp summan
print (X) #Skriv ut resultatet

O #Initiera summan till O

37.4 Listor

En lista i Python &dr en ordnad sekvens av objekt (t.ex. strangar eller nummer).
Man kan ldgga till nya element (objekt) eller &ndra de som redan finns hur myc-
ket man vill. Listor skapas genom hakparenteser, och alla listelementen maste
atskiljas av ett ett kommatecken. Objekten som lagras kan vara av vilken typ som
helst (man kan till och med lagra listor inuti listor). Man kommer &t objekten pa
samma sadtt som man kommer at tecknen i en strang, med indexering och hakpa-
ranteser. Lista ut vad som hénder pé varje rad i exemplet nedan och hur listan ser
ut efter varje rad.

ledare = [’Val’, *Ulf’, 1]

ledare [2] = ’Sebbi’

ledare += [’Erland’]
print (ledare [0])

Ni kan se hur den ser ut genom att skriva ut den:
print (ledare)

Man kan skapa listor med ménga likadana element sa har
ettor = [1] * 35

For att kolla hur lang en list &r kan man anvédnda len

len(ettor)
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37.5

37.6

En tuple liknar en lista, men skapas med parenteser och kan inte modifieras
efter att den har skapats.

a = (17412)

Man kan berdkna summan av elementen i en lista med sum(1list), man kan
sortera en lista med list.sort(), man kan ldgga ihop tva listor med + och det
finns mdnga andra inbyggda funktioner for listor som man kan googla sig till.

Tilldelningar med listor skapar normalt inte en kopia, utan en referens till
samma lista. Oavsett vilken lista man modifierar kommer bada listorna att dndras.
Vad tror ni att koden nedan kommer skriva ut?

a = [1, 2]
b = a

b[0] = 4
print (a)

For-loopar

For att gora ndgot med varje element i en lista kan man anvéanda en for-loop.

my_list = [1, 4, 2]
for item in my_list:
print (item)

For att gora en lista som upprepar ndgot n gdnger kan man skapa en lista med
heltalen fran 0 till » — 1 med kommandot range (n).

for i in range (10):
print (i)

> Kattis problem modulo

finns = [False]#*42 #Skapa lista som indikerar vilka tal vi har sett
for i in range (10): #Loopa igenom indata

n = int(input()) #L&s in ett tal

? #GOr nagot har
print (sum(finns)) #Skriv ut antal unika tal

> Kattis problem flexible

v = input ().split(); #L&s foérsta raden av indata

W = int(v[0]) #Rummets bredd

P = int(v[1]) #Antal valbara vaggar

L = [int(x) for x in input().split()] #V&aggarnas positioner
If-satser

For att program ska kunna vilja att gora olika saker anvands if-satser. If-satser
kraver ett boolskt varde (ndgot som &dr antingen sant eller falskt). Boolska vér-
den kan skapas genom att skriva True eller False eller med en jamforelse som i
tabellen nedan.
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Python Matematik Beskrivning

X ==y x=y x ar lika med y

x =y XF#y x ar inte lika med y

X >y x>y x ar storre an y

X >=y x>y x ar storre an eller lika med y
x <y x<y x ar mindre dn y

X <=y x<y x ar mindre an eller lika med y

En if-sats i python kan se ut sd héar

if 3 > b:

print (’3 &r stdrst’)
else:

print (’5 &r stdrst’)

Man kan kombinera boolska variabler med operatorerna nedan:

Python Matematik Beskrivning
not a —a inte a

x and y XAy xochy

X or y xVy xellery

>  Kattis problem quadrant

37.7 While-loopar

En While-loop upprepar ndgra instruktioner sa lange vilkor uppfylls. Instruktio-
nerna som ska upprepas dr indenterade pd samma sitt som for if-satser. Skriv av
och kor programmet nedan och forsok lista ut hur det fungerar:

i=20

while i < 8:
print (i)
i=1i+1

Programmet nedan raknar ut summan av talen fran 1 till 20.

i=1

summa = 0

while i <= 20:
summa = summa + i
i=1i+1

print (summa)

> Modifiera programmet ovan sa att det istdllet berdknar produkten av heltalen
frén 5 till 15.

> Borjamed talet 2017. Addera 42 till det och dividera det sedan med 3. Upprepa
detta tills talet blir lagre &n 20. Hur manga upprepningar tog det?

37.8 Extraproblem

Har ni kommit hit har ni lart er de viktigaste koncepten fér programmering i
Python. Det ér tillrackligt for att gora i princip vilka berdkningar som helst och
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16sa i ndstan alla problem pd Project Euler och Kattis, men det finns manga knep
kvar som gor det enklare att programmera. En bra mer detaljerad tutorial till pyt-
hon dér ni kan hitta méanga fler knep som gor era program kortare och tydligare
ar https://docs.python.org/3.6/tutorial /index.html. Google dr ocksa bra pa att
besvara fragor om python (oftast battre pa engelska).
Har ar nagra till problem som ni kan foérsoka losa.

> Kattis problem sumoftheothers

> Kattis problem blackfriday

>  Kattis problem falling

@8. Bindrsokning

[8 augusti ]

38.1 Gissa tal

Téank pa ett tal mellan 1 och 100. Med nagra fragor pa formen "Ar talet hogre dn
28?", kan man lista ut vilket tal det ar.
> Vilket tal bor man gissa pa forst for att behova sd fa fragor som mojligt?
> Hur fortsdtter man ndr man fatt ett svar?
> Hur mdnga fragor behéver man som mest?
> Los kattisproblemet Guess the number. Utga gédrna fran koden nedan
??7 #skapa variabler for att hédlla koll pd vad talet kan vara som minst och hdogst
while True:
g = 7 #rdkna ut vad vi ska gissa pa
print (g)
reply = input ()
if reply == "correct": #om det var ratt
break #avsluta progrmmet
if reply == "lower": #om det var for lagt
? #uppdatera grédnserna foér vad talet kan vara
else: #om det var for hogt

? #uppdatera grédnserna for vad talet kan vara

38.2 Ekvationslésning

Man kan anvdanda samma strategi for att 16sa mycket svara ekvationer numeriskt.
Man borjar dd med att skapa en funktion f(x) sd att ekvationen blir f(x) = 0.
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> Vad blir f(x) om man vill 16sa ekvationen xe* = 50? Implementera denna funk-
tion i python och berdkna f(5). For att skriva ¢* i python behover man importera
modulen math och kan sedan skriva math.exp (x).

For att 16sa ekvationen mdste man hitta en under och en 6vre grans for vad
16sningen kan vara. Man behover alltsa ett x; sd att f(x;) < 0 och ett x, sa att
f(xz) > 0.

> Hitta nagot x; och x; som uppfyller villkoren ovan.

>  Skriv ett python-program som loser ekvationen. Ni kan utga frén er 16sning pa
kattisproblemet Guess the number om ni vill. Avbryt nér intervallet ni begridnsat
svaret till &r mindre dn 103,

> Hur manga iterationer behdver loopen gora for att hitta svaret? Kan ni rdkna
ut antal iteration utifran x;, x, och det maximala felet

>  Forsok nu 1osa ekvationen ﬁ =2—x

38.3 Extrauppgifter

39.1

Los ndgon av uppgifterna nedan om ni har tid 6ver
> Kattis problem carpet
>  Kattis problem billiard
> Kattis problem bookingaroom

@9. Giriga algoritmet

[10 augusti ]

Giriga algoritmer &r algoritmer som l6ser ett storre problem i sméd steg genom
att hela tiden gora det som verkar bast for tillfallet.

Mynt

Exempel: Antag att ni har mynt med véardena 1 kr, 2 kr, 5 kr och 10 kr. Vad ar det
minsta antalet mynt som krévs for att fa 79 kr?

Det kommer ga at farre mynt om vi anvdnder mynt med hogre védrden. Vi
vill darfor anvanda sa ménga mynt med hoga varden som mojligt. Vi kan borja
med att rdkna ut hur manga 10-kronor vi som mest kan anvanda. Efter det kan vi
rdakna ut hur manga 5-kronor vi kan anvianda for vardet som &r kvar, osv med 2-
och 1-kronorna.
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Detta dr en girig algoritm eftersom den bara tittar pd en typ av mynt i taget
utan att ta hdnsyn till hur det kommer 16sa sig med det resterande véardet och de
mynt som dr kvar. Giriga algoritmer fungerar inte pd alla problem. Om mynten
hade haft vardena 1, 4 och 5 kr istdllet sa hade algoritmen ovan inte sidkert gett
rétt svar. Om vi skulle rdknat upp summan 8 kr hade den giriga algoritmen gett
en femma och tre enkronor, nir det hade blivit fairre mynt med tva 4-kronor.

> Skriv ett program som tar som indata summan vi ska fa och svarar hur manga
1-kronor, 2-kronor, 5-kronor och 10-kronor vi ska anvanda for att fa denna summa
med sa fa mynt som mojligt. Ni kan borja med koden nedan:

V = int(input()) #L&s in totala v&drdet
nl0 = V//10 #berdkna antal 10-kronor

V -= n10*10 #ta bort vadrdet av 10-kronorna
nb = ...
print (nl, ’enkronor,’, n2, ’tvékronor,’, nb, ’femmor, och’, nl0, ’tior?)

39.2 Fler problem med giriga I6sningar

Forsok 16sa vad ni hinner av problemen nedan
> Kattis problem color
> Kattis problem virus
> Kattis problem alpaper
> Kattis problem zigzag
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40.1

@0. Legorobotar

[2 augusti ]

Idag ska vi installera utvecklingsmiljon for att programmera Legorobotar med
Python. Ni kanske har programmerat legorobotar tidigare med grafiska block,
men man kan faktiskt programmera dem med Python och andra textuella pro-
grammeringssprdk ocksa. Vi kommer anvidnda oss av programmet Visual Studio
Code, med ett tilldgg for EV3 Mindstorms.

Vi forutsitter att ni har programmerat tidigare och gdr mest igenom vad som
ar specifikt for Python. Vi jamfor ocksa en del med andra programmeringssprak.

Imports

Det forsta ni ser ndr ni skapar ett EV3 Mindstorms program i Visual Studio Code
ar ett gdng imports. Det dr rader som importerar kod och funktionalitet fran and-
ra filer, precis som #include i C och C++ eller require i JavaScript. Vi kan antingen
importer ett helt bibliotek, till exempel

import math
och d4 kommer vi at variabler och funktioner genom att skriva matn. foljt av vari-
abel eller funktionsnamn. Till exempel:

import math
print (math.sin(2 * math.pi))

Ett satt att slippa skriva math framfor ar att vilja vilka funktioner eller variab-
ler man vill inkludera:

from math import pi, sin
print (sin(2 * pi))

Vet man inte vilka funktioner man vill anvédnda, eller vill anvdnda sd ménga
sd man inte orkar skriva ut namnet pa alla sd kan man importera allting genom
att skriva stjarna *, men det ar dalig praxis:

from math import *
print (sin(2 * pi))

>  Blir svaret 0 pd ovanstadende? Varfor eller varfor inte?

40.2 Funktioner

Python dr objektorienterat och baseras pa klasser. Till exempel ligger alla funk-
tioner som har nagot med ev3-klossen att gora i klassen brick. Sen finns det
underklasser till den, till exempel allting som har med hogtalaren att gora lig-
ger i en klass som heter sound. Sa for att spela upp ett ljud kan man skriva
brick.sound.beep().
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Det gar ocksa att skriva ut saker pd ev3-enhetens skdrm, da anvander man
funktionen text() i klassen display som ligger i brick-klassen. For att skriva ut
nadgot skriver man brick.display.text("En fin text").

Manga funktioner kan ta ett eller flera valfria argument, som till exempel beep-
funktionen tidigare, den kan man ge en frekvens, langd och volum. Om jag vill
spela tonen C (262Hz) i 1 sekund med 80% volym skriver jag brick.sound.beep(262, 1000, 80).
Observera att tiden anges i millisekunder, dvs 1 sekund dr 1000 millisekunder.
Man kan skippa argument bakifran, da far de defaultviarden. Till exempel blir
brick.sound.beep(262, 1000) tonen A i en sekund, men med volym 30% for 30% &r
funktionens fordefinierade defaultvarde. Daremot kan man inte skippa argument
framifran, om jag skulle anropa brick.sound.beep(1000, 80) skulle det spelas upp en
ton med 1000Hz i 80ms.

En annan praktisk funktion (ndr man bland annat gor musik) dr wait() som
véantar en specifik tid, angiven i millisekunder.

> Skriv ett program som spelar upp bjornen sover, eller annan kind melodi. S6k
upp noter pa nitet och dversitt till frekvenser! Finns gott om info pd néatet om
vilka frekvenser som motsvarar vilka noter.

40.3 Skapa egna funktioner

Det gar sjdlvklart att skapa egna funktioner. Det gor man med nyckelordet def
foljt av funktionens namn. Vi vill nu skapa en funktion fér melodin vi skapade
tidigare. Vi skriver:
def sleeping_bear ():
brick.sound.beep (...

brick.sound.beep (...
brick.sound.beep (...

N

brick.sound.beep (...

Observera kolonet efter parenteserna pa raden som definierar funktionen, det
ar vanligt att man glommer det. Observera ocksa att man i python indenterar sin
kod, det betyder att man har mellanslag fore varje anrop inne i en funktion. P&
det viset vet python att allting som har mellanslag fore sig hor ihop och tillhor
funktionen sieeping_bear.

Eventuella inargument till funktionen skrivs mellan parenteserna, separera-
de med komma. Vill man ldgga till default-argument sd skriver man dem med
likhetstecken i argumentlistan:

def drive_robot(distance, speed = 40):

# KOr roboten en specifik strédcka. Om man inte anger hastighet blir den 40.
pass

40.4 Variabler och datatyper

I ménga sprak maste man deklarera de variabler man ska anvidnda och deras
datatyp, men Python dr svagt typat och du behover inte deklarera ndgon variabel.
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Det gar att anvdnda variabler direkt, och man kan byta vad for datatyp som lagras
i variabeln.

en_variabel = "hej"
3.14

1]

en_variabel

Daremot finns det dnda olika datatyper i python. Nagra vanliga ar heltal, flyt-
tal, komplexa tal, strangar, boolska varden och listor. Flyttal specificeras genom
att anvanda en punkt, inte huruvida de har en decimaldel. Det betyder att det
matematiska heltalet 4 kan uttryckas badde som ett heltal i python 4 eller som
flyttal 4.0. Man kan ocksa skriva det som ett flyttal i grundpotensform som 4e0
(det &r inte talet e som anvdnds hér, utan e dr en férkortning av ordet exponent).
Komplexa tal anges med j som den komplexa enheten: 5+4;.

Heltal kan man specificera i olika talbaser:
= 0b1010 #Binary Literals
= 100 #Decimal Literal

= 00310 #0ctal Literal
= 0x12c #Hexadecimal Literal

Q0o T e
|

> Testa att skriva ut (med print-funktionen lampligast) vad 5/2 dr, eller 5.0/2.0.
Det forsta blir ett heltalsbrdk, medan det andra ett flyttalsbrdk. Vad hander om
taljare eller ndmnare har olika datatyp?

Strangar avgrdansas med enkla eller dubbla citatstecken.

Listor eller Arrays skapar man med hakparenteser och kommatecken mellan
listans element. Det gar ocksa att skapa listor med olika datatyper, till exempel
[6, "Fredrik", 3.14, "Kalle Anka"]

Ibland dr det smidigt att kunna konvertera mellan olika datatyper. For att gora
om ndgot till ett heltal anvander man funktionen int ) som star for integer, for att
gora om nagot till ett flyttal anvander man funktionen f10at (), och sa slutligen for
att gora om det till en strang anvander man funktionen str ().

Forutom att addera flyttal och heltal sa anvands plustecknet ocksé for att kon-
katenera (dr ett ord som kommer frdn latin och betyder kedja ihop) strdangar. Of-
tast vill man skriva ut en variabels vdrde och en kort beskrivning av vad det ar
man printar. Till exempel “Batteriniva: 8.9 volt". Det kan man gora sahar:

print ("Batteriniva: " + str(brick.battery.voltage()) + " volt")

> Vad hiander om man skriver print("5" + 4) eller print (5" * 4)? Testa bada!

40.5 Konstanter

I ménga programmeringssprak (dven Python) skrivs konstanters namn med VER-
SALER. Faktiskt sa dr det inte riktiga konstanter, for det finns inget const nyc-
kelord i Python, men av konvention skriver man aldrig 6ver vérdet i en variabel
med versalt namn.

De skapas pd samma sitt som variabler:

PI = 3.14
GRAVITY = 9.8
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Det finns manga konstanter som redan dr definierade. Som till exempel olika
fordefinierade ljudfiler, de ligger i klassen SoundFile. Till exempel ranragg, xunc_ru,
ELEPHANT_cALL and poc_ark_1. Du kan spela upp ljud med funktionen file i klassen
sound:

brick.sound.file(SoundFile.FANFARE)

N4gra andra vanliga konstanter dr A, B, C och D som &r portarna f6r motorer-
na, samt S1, S2, S3, S4 som dr portarna for sensorer. De ligger alla i klassen Port.
Mer om dessa nér vi pratar om objekt nedan.

40.6 Objekt

Objekt ar klasser som har instansierats, det betyder att man kan ta en klass och
frdn den mallen skapa flera instanser (som ocksa kan kallas objekt). Till exempel
kan man ta en klass for en motor och skapa flera motor-objekt - ett for varje motor
som man anslutit till roboten.
Konstruktorn for motorer och sensorer har en parameter som anger vilken
port den dr ansluten till:
right_motor = Motor (Port.B)

left_motor = Motor (Port.C)
distance_sensor = UltrasonicSensor (Port.S4)

Dubbelkolla gdrna sladdarna for att se vilken port som motorerna och senso-
rerna dr anslutna till. Det kan variera frdn robot till robot, &ven om jag forsokt
sdtta dem lika.

40.7 Motorer

I python kallas funktioner som inte tillhor nagot objekt for funktioner, medan
funktioner som tillhor ett instaniserat objekt kallas metoder. Bade funktioner och
metoder anropas pa samma sitt. P4 motor-objektet finns metoden run() som star-
tar motorn, funktionen tar en enda parameter som anger motorns hastighet i gra-
der per sekund.

motor = Motor (Port.B)
motor .run (200)

> Det hdnder ingenting ndr ni kor ovanstdende kod? Varfor? Kan ni ordna det?
Ett annat sétt att 16sa ovanstdende problem &r att anvanda funktionen run_time (speed, time)
eller run_angle(speed, angle) som kor motorn i ett visst antal millisekunder, respek-
tive en viss vinkel i grader.
Bdde run_angle() och run_time() tar tvd extra valfria argument. Det forsta argu-
mentet dr vad som ska hdnda efter att motorn snurrat klart, ska den stinga av
strommen helt (stop.coast) eller ska den aktivt forsoka halla kvar vinkeln (stop.HoLD),
det finns ocksa en mittemellan som bromsar motorn (stop.BrakE). Det andra argu-
mentet dr True om funktionen ska vanta med att returnera tills den natt sin slut-
giltiga vinkel/tid eller Fa1se om funktionen ska returnera direkt. Det kan vara
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praktiskt om man ska kora tvd motorer samtidigt (till exempel tvd motorer som
driver hjulen):

right_motor = Motor (Port.B)

left_motor = Motor (Port.C)

right_motor.run_angle (60, 360, Stop.HOLD, False)

left_motor.run_angle (60, 360, Stop.HOLD, True)
print ("Motorerna har roterat 360 grader med 60% hastighet™")

Det finns mdnga fler funktioner pa Motor-objektet. Till exempel speed() som
ger hastigheten som motorn just nu snurrar, stop() som stannar motorn, angle()
som ger nuvarande vinkel pd motorn och reset_angle(angle) som sétter vinkelgiva-
ren till en specifik vinkel (dvs snurrar inte motorn, men “nollstéller” vinkelgiva-
ren).

For att underldtta for oss att styra en robot med tva hjul (som den ni har fatt
har) finns det en klass som heter DriveBase vars konstruktor tar in tva motorer,
hjulens diameter och avstandet mellan hjulens mittpunkter. Den kan anvidndas
for att styra roboten smidigare, utan att styra varje enskild motor var for sig:

left = Motor (Port.B)

right = Motor (Port.C)
robot = DriveBase(left, right, 56, 114)

# Drive forward at 100 mm/s for two seconds
robot.drive (100, 0, 2000)

# Turn at 45 deg/s for three seconds
robot.drive (0, 45, 3000)

> Programmera roboten att dka i en fyrkant.
For att kalibrera robotar brukar man programmera dem att dka i en fyrkant.
Man kan fa ut mycket information fran ett sa litet program:

e Att roboten inte drar snett nir den aker rakt. Skulle roboten dka snett kan
motorerna vara olika slitna, eller hjulen ha olika diameter

e Att roboten dker ratt langd pa varje rakstracka (och lika langt).
e Att roboten svinger precis 90 grader i varje sving.

Testa att ldgga en svang och en rakstrdcka i en funktion sa behover ni inte
dndra vardet pa flera stéllen, utan bara i funktionen. Sen anropas funktionen fyra
ganger i rad. Mycket smidigt!

> Fa roboten att dka en viss bana. Banan kan tejpas upp pa golvet. Roboten ska
halla sig inom de bdda vdggrenarna. Roboten ska vara hdrdkodad att f6lja denna
specifika bana. Eftersom roboten inte tar in omgivningen dr det viktigt att den
startar exakt likadant varje gang, bade vinkeln och positionen. Man kan tdvla om
vem som kommer genom banan snabbast!

Banan behover inte vara tejpad. Ni kan stélla upp en lego-bit eller en kon som
roboten ska ta sig runt och sedan tillbaka till starten. Eller flera koner/bollar som
roboten ska kora slalom mellan utan att sld ned ndgon av konerna/bollarna.
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40.8

40.9

> Placera ut tva laskburkar och programmera roboten att byta plats pa dem. T.ex.
en fanta och en laskbruk. Roboten maste forst flytta fantaburken till en temporér
lagringsplats innan de flyttar laskburken till platsen dér fantan stod, for att sist
aka till fantaburken och flytta den till laskburkens plats. Detta krdver stor nog-
grannhet och det dr viktigt att roboten startar pa exakt samma stélle varje gang.
Stéll burkarna relativt ndra varandra for att roboten inte ska komma helt bort sig
ndr den svéanger och kor.
Lagerrobotar maste ibland byta plats pad saker for att ha saker som dr mest
populédra ndrmast. Pa Clas Ohlsson lagret vet jag att de optimerar sd att produkter
som ofta tar slut ar ndrmast lastbilarna for att snabbt komma ivag till butik.

Sensorer

Under avsnittet om objekt sa skapade vi ocksa ett UltrasonicSensor objekt. Det
har en funktion som heter distance() som ger avstandet i millimeter till ndrmaste
hinder framfor.

Det finns ocksd médnga andra sensorer man kan skapa objekt for, till exempel:

® TouchSensor SOmM har funktionen pressed() som ger True om sensorn r intryckt
och rFa1se om den dr utslappt.

® ColorSensor som har funktionen refiection() som ger reflekterad ljusstyrka i
procent ddr 100 betyder allt &r sd ljust det kan bli, och 0 &r allt kolsvart.

® Gyrosensor som har funktionen angle() som ger gyrots nuvarande vinkel.

> Testa att skriva ut virden frdn sensorerna pa skarmen.

Loopar

Python har tva sorters loopar, while-loopar och for-loopar. Jag skulle vilja pasta
att while-loopen dr den vanligaste ndr man programmerar legorobotar.

while loopen upprepar ndgot medan ett villkor dr sant. Till exempel medan
ett avstand ar storre 4n 20cm eller medan ljusstyrkan som ljussensorn ser dr mer
an 30%.

ljussensor = ColorSensor (Port.S2)
while ljussensor.reflection() < 30:
print ("Ljuset &r mindre &n 30%")
wait (500)
brick.sound.beep (300)
print ("Nu var ljuset mer (eller lika med) 30%. Loopen bréts.")

Precis som nér vi skapade funktioner s maste vi indentera var kod med mel-
lanslag for att python ska veta vad som tillhor loopen. Allting som vi skriver
mellanslag fore tillhor loopen.

Man anvéander det ofta for att vanta pd ndgot. Till exempel kora en motor
tills man trycker pa trycksensorn. Forst startar man motorn, sen vantar man pa
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att trycksensorn blir intryckt (med en loop som inte gor ndgot), for att efter att
loopen ér klar stinga av motorn.

motor = Motor (Port.A)
trycksensor = TouchSensor (Port.S1)

motor.run ()

while not trycksensor.pressed():
wait (10)

motor.stop ()

Observera att inga while-loopar kan vara tomma, dd fdr man ett error. Faktum
ar att man aldrig kan ha ett tomt block som man indenterar, det ger error dven
for tomma funktioner. Man brukar ldgga in en kort paus i sina loopar for att
programmet inte ska ldsa sig helt. Ett annat vanligt knep &r att lagga in en NOP-
instruktion, NOP star for No-Operation och dr en tom instruktion som inte gor
nagot. I python kallas den pass. S& ovanstaende loop kan skrivas sahér:

while not trycksensor.pressed():

pass

Men jag rekommenderar en liten kort wait / sleep, for att 1dta processorn hin-

na bearbeta andra saker i bakgrunden.

> Aka fram tills roboten ser en linje. Tejpa upp en linje pa vit bakgrund och
forsok fa roboten att dka fram tills den ser linjen. Roboten ska stanna ndr den ser
linjen.

Ljussensorer anvands overallt i industrin! Det &r ett viktigt redskap for att ge
robotar syn dar kameror &r for dyrt. Manga robotar reagerar pa linjer sd att de
inte kor fel.

> Programmera ett inbrottslarm som véntar pa att ndgot ska komma framfoér US
sensorn och sedan tjuter!

> Klon fastnar ju ndr motorn stdr i “dodldge” och man anvander run_angle ), men
ndr man anvander run_time() forlorar man lite tid nédr klon stdangt sig. Battre att
anvdnda en sensor som maérker nar det ar tillrdckligt stangt. Stang klon tills tryck-
sensorn dr intryckt.

I stort sett alla mekanismer anviander dndldgessensorer for att veta ndr man
kan sluta kora en motor. T.ex. i en 3D skrivare sitter trycksensorer i varje dnde
av rorelsen for att den inte ska ha sonder sig sjdlv. Nar trycksensorn trycks in
vet 3D skrivaren att den ska sluta flytta skrivarhuvudet. Likadana sensorer sitter
foressten i vanliga skrivare ocksa! Och i det mesta som ror sig.

> Programmera en robot att dka fram och tillbaka mellan tva svarta streck pa
marken. Blir ungefdr som uppgiften da roboten skulle stanna vid en svart linje,
men nu ska den byta riktning eller borja backa istéllet.

Om en robot ska vakta ett industriomrade (eller en dorr) behover den dka fram
och tillbaka mellan tva markeringar och ha koll pd vad som hdnder. Robotar gor
ofta vildigt enformigt arbete som ménniskor inte vill gora.

> Rékna linjer och stanna efter att roboten passerat 4 linjer. Anvédnd en variabel
som haller koll pd hur manga linjer som passerats. Denna uppgift dr lite svarare
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40.10

dn de andra.
> Ak en fyrkant med en loop. Ha en variabel som riaknar antalet iterationer
(dvs varv genom loopen) och bryt efter fyra iterationer.

Programmerare dr lata. Genom att anvdnda loopar slipper man mycket arbete.
Det ar béttre att programmet automatiskt upprepar saker istillet for att man ska
skriva upprepad kod.

> Halla sig inom ett upptejpat omrade och stidda rent det. Varje gang roboten ser
en linje ska den backa, svianga och kora framédt igen. Puttar ut alla laskburkar fran
omrddet tillslut.

Kan anvindas for att stida"ett bord (puttar ned allt pa golvet). Kanten pa
bordet reflekterar inget ljus sa det tolkas som en svart tejp av roboten. Grasklip-
parrobotar brukar ha en linje/slinga runt hela traidgarden som roboten ska halla
sig innanfor.

> Undvika att kora in i ndgot. Samma som senaste uppgiften fast man vantar pa
att roboten ska kdnna av ndgot med ultraljudssensorn istéllet for ljussensorn.

Detta dr pa samma sdtt som robotdammsugare fungerar. En robotdamsugare
krockar i saker och mérker det och backar och svénger. Er robot ér till och med
bittre eftersom den inte behover sld i ndgonting, den reagerar innan den krockar
i natt!

> Folja en linje. Ganska klurig uppgift om man aldrig gjort det forut.

Linjefoljande robotar finns ¢verallt! Det finns tavlingar med dem och de an-
vands i industrin. Mdnga robotar guidas av kablar. Var robotgrasklippare hittar
tillbaka till laddstationen med hjilp av en guidekabel som den foljer pd samma
sdtt som ni precis gjort. En forarlos bil ser linjerna pd vdgen och foljer dem.

If-satser

Aven python har ifsatser. Notera att de slutar med kolon och att man inte har
villkoret inom parenteser (som i t.ex. Java eller C / C++). Aven hir méaste koden
som tillhor ifsatsen indenteras korrekt:

if ultraljudssensor.distance() < 800:
print ("Avstandet &r mindre &n 80cm")

Man kan ocksa ldgga pa en else sats som kors om villkoret ar falskt:

if trycksensor.pressed():
brick.sound.file(SoundFile.TOUCH)
brick.sound.file(SoundFile.DETECTED)
else:
brick.sound.file(SoundFile.NO)
brick.sound.file(SoundFile.TOUCH)

Man kan ocksd kolla om ett av flera villkor uppfylls, den kommer bara kora
det forsta blocket som ér sant:

if ljussensor.reflected() < 10:
print ("Kolsvart")

elif ljussensor.reflected() < 40:
print ("Moérkt")
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elif ljussensor.reflected() < 60:
print ("Molnigt")

elif ljussensor.reflected() < 90:
print ("Vacker dag")

else:

print ("Strédlande solsken")

> Fo]j linjen tills roboten hittar en burk. Fdnga den och sen fortsétta folja linjen.
Robotar pd pappersbruk forflyttar stora pappersrullar genom att f6lja linjer pa
golvet.

> Sluta f6lja linjen ndr den kommer till en fargad tejpbit / markering.

Robotar anvinder sig ofta av ndgot som kalla beacon, vilket betyder markorer
pa svenska. Dessa anvander roboten for att veta var den befinner sig. De kan
besta av t.ex. fargmarkeringar eller saker som sdnder ut strdlning som roboten
reagerar pa.

41. Pygame

[3 augusti ]

Idag ska vi ldra oss att gora grafik och spel i pygame.
Borja med att installera python-modulen pygame t.ex. med kommandot

python3 -m pip install -U pygame.

41.1 Luffarschack

Luffarschack dr en enkelt men komplext spel som man kan spela med papper
och penna, men hdr kommer vi implementera det som ett datorspel som man
styr med musen.

> Ladda ned luffarschack_start.py frdn tinyurl.com/y3vkor88 och se att det
funkar pa din dator. Gor sedan foljande forbattringar till spelet:

e Byt ut markoérerna mot kryss och cirklar. Googla pa pygame circlefor att se
hur det funkar

e Hindra spelaren fran att markera en ruta som redan &r tagen
e Kontrollera om ndgon har vunnit och skriv i sa fall ut vem

e Markera ut vilka fem markeringar som gjorde vinsten
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e GOr sd att man kan vara tre spelare och vinner pd 4 i rad

41.2 Fisk

Detta ar ett enkelt spel som styrs med tangentbordet.
> Ladda ned fish_start.py, fish.png och shark.png fran tinyurl.com/y3vkor88
och se att det funkar pa din dator. Gor sedan foljande forbattringar:

o Lagg till ndgot for fisken att dta, lat det komma mer mat eftersom man éter
upp den gamla

Ha en rdaknare som visar hur mycket fisken har atit

Skriv ut Game Over! pa skarmen om man dor

Lagg till fler hajar. Om de stoter ihop med varandra dor en eller badda och
det skapas nya

Gor s att man kommer till en svdrare bana om man klarar den forsta

@2. Geometri

[4 augusti ]

Idag ska vi borja med algoritmisk problemldsning med fokus pa geometri. Vi
kommer trdna detta med problem fran gamla programmeringstavlingar.
Vi kommer bérja prata om ndgra vanliga subproblem i geometriproblem.

e Representation av punkter och linjer

Avstand mellan punkter

Berdkning av area pd en triangel

Hur man berdknar arean pd en godtycklig polygon

e Hur man avgor vilken sida om en linje en punkt ligger

Berdkning av konvext holje
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42.1

Kattis

Kattis (open.kattis.com) dr en hemsida med manga problem fran tidigare pro-
grammeringstdvlingar. For dessa problem ska man skriva ett program som lédser
in indata och rdknar ut nagot fran det. Skapa ett konto dar och sk reda pa proble-
men nedan. Hello &r bara ett testproblem sa ni ser att ni forstatt hur man skickar
in ett problem. Var noga med att vdlja Python3 som programmeringssprak. Nar
ni skickat in ert program som losning pa ett problem kommer kattis att kora det
programmet med ménga olika indata och kontrollera att det alltid ger rétt svar.

> Kattis problem hello

42.2 Toast

Vi borjar med ett matematiskt klurigt men programmeringsmassingt enkelt pro-
blem Kattis problem toast

N people are sitting evenly spaced around a circular table. All of them are
infinitesimally small, indeed they can be modeled as points, except that they all
have pretty long arms - D cm long arms, to be exact. Amer pronounces a toast,
and everyone cheers! Well, everyone clinks their glass with everyone that they
can reach. In other words, two people will clink glasses if their arms can reach
each other across the table. In total, you hear T “clink!” sounds as the milk glasses
touch. What is the radius of the table?

Rita en figur och skriv ned ekvationerna som relaterar N, D och T till varandra
och radien pa bordet. Nedan finns koden for inldsning av indata ut utskrift av
resultatet men ni behover ldgga in berdkningarna sjélva.

import math #ger math.pi och math.sin()

v = input () .split() #L&s in raden med indata
N = int(v[0]) #Antal personer

D = int(v[1]) #Arml&ngden

T = int(v[2]) #Antal "clink!"

n = T/N #Antal personer man ndr &t héger

if ?: #Specialfall om alla nar alla

1 = ? #Radien p& minsta méjliga bordet

h = ? #Radien p& stdrsta méjliga bordet
else:

?7?7? #Berdkna 1 och h pd négot sitt
print (1,h) #Skriv ut resultatet
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42.3 Flower garden

For detta problem krdvs mer programmering och mindra matematik.
> Kattis problem flowergarden

Due to the high cost of flowers in Alberta, Yraglac decided it would be a good
idea to plant his own flower garden instead of buying flowers for his girlfriend.
We can model his flower garden on a two-dimensional grid, where the position of
each flower is given by an (x,y) coordinate. Today, Yraglac decided it would be a
good idea to water his flowers one by one, starting at the origin (0,0) and walking
to each flower. He will take the shortest path at each step. However, it turns out
that Yraglac has an important meeting today and has a limited amount of time
available to water the flowers. Thus, he has ranked all of the flowers in his garden
from most to least important and will water them in that order. For religious
reasons, the number of flowers watered by Yraglac must be a prime number, or
zero. Help Yraglac find the maximum number of flowers he can water.

import math #Ger math.sqrt f6r rotemn ur

def is_prime(p): #Avgdr om ett tal &r ett primtal
if p == 1:
return False
for i in range (2, min(p, round(math.sqrt(p))+1)):
if phi ==
return False

return True

T = int(input()) #Antal testfall

for i in range(T): #Loopa igenom testfallen
v = input ().split() #Rad med indata

= int(v[0]) #Antal blommor

= int(v[1]) #Maximal totalstricka

[0]*N #x-koordinater f6r blommor

= [0]*N #y-koordinater f6r blommor

H < XK O =
|

or j in range(N): #L&s in alla blomkoordinater
v = input () .split )
x[j] = int(v[0])
y[j1 = int(vI[1]1)

dist = 0 #Hur langt vi gdtt hittils
watered = O #Hur manga blommor vi vattnat hittils
x = [0] + x #L&gg till startpositionen i koordinatlistan
y = [0] + ¥
for j in range(1,N+1): #G& mellan blommorna
7?7

print (watered) #Skriv ut resultatet fér detta testfall
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42.4 Fler geometriproblem

Nar ni blir klara med problemen ovan kan ni fortsitta sa ldngt ni hinner med
problemen nedan.
> Kattis problem galactic
(Klurig, men kort implementation)
> Kattis problem jabuke
(Triangelarea och punkter inom triangel)
>  Kattis problem roundedbuttons
(Ganska enkel)
>  Kattis problem simplepolygon
(lite klurig)
> Kattis problem tomosynthesis
(lite matte och lite programmering)
> Kattis problem walls
(testa olika fall)
> Kattis problem billiard
(kom pa knepet sa blir den latt)
> Kattis problem convexhull
(svar)
> Kattis problem wrapping
(kraver convex hull)

@3. Genetiska algoritmer

[5 augusti U

Genetiska algoritmer dr en klass av algoritmer som kan anvéandas for att ss-
mart slumpafram losningar till manga olika sorters problem. For det mesta dr de
sammre dn mer specialiserad algoritmer, men har som fordel att de kan appliceras
pa en vildigt stor miangd véldigt olika problem.

Tanken &r att forsoka hdrma evolutionen (ddrav namnet) genom att produce-
ra flera serier med generationer, diar de bast lampade 6verlever och forokar sig
medan de sdmsta dor och forsvinner. Gor man detta tillrackligt lange sa hoppas
vi att vi far en 16sning som i slutet &r bra nog for vara behov.

Video: https:/ /www.youtube.com/watch?v=pgaEE27nsQw
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Problem 1. Skriv en genetisk algoritm som kan approximera en l9sning till en
ekvationen 2 = 50.

(Om du vill kan du istéllet anvinda ndgon annan ekvation, t.ex. x> — 1472x? —
574x+3634 = 0, eller £!%,2% = 10. Forsok skriva din kod s att det blir enkelt att
byta ut ekvationen!)

1. Borja med att skriva en funktion fel(x) som kan testa en 16sning. Den bor
ta ett tal x och returnera vad skillnaden mellan hoger- och vansterledet blir
om man satter x = x

2. Nu ska vi skriva en funktion para(mor, far) som kombinerar tva 16sning-
ar till en (férhoppningsvis!) béttre ny 16sning. Enklast dr att ta tva tidigare
16sningar (kallade mor och far) och ldta barn vara medelvardet mellan mor
och far

3. Naésta steg dr skapa en ny generation fran en gammal, i funktionen nygeneration(gammalgen
Det ar viktigt att den nya generationen har lika manga losningar som den
gamla, sd att populationsstorleken inte vixer eller krymper.

(a) Borja med att sortera gammalgeneration sa att de 16sningar med minst
fel ligger forst.

(b) Skapa sen en ny tom list, kallad nygeneration

(c) Ta de 100 béasta losningarna frdn gammalgeneration och ligg dem i
nygeneration

(d) Skapa sen 900 nya losningar i nygeneration genom att anvdnda funk-
tionen para. Slumpa fram mor och far fran de 500 forsta 16sningarna i
gammalgeneration

4. Slumpa fram en lista losningar med 1000 mdjliga 16sningar. Alla dessa tal
bor vara mellan 0 och 100, inklusive. (Du kan anvdanda modulen random for
att generera slumptal.) Forsok se till att {4 med inte bara heltal utan ocksa
nagra decimaltal.

5. Skriv nu en loop ddr man 10000 ganger anvdnder funktionen nygeneration
med resultatet fran det forra varvet. (Forsta varvet far ni anvdnda listan
losningar.)

6. Skriv nu kod som efter loopen tar och sorterar den sista generationen, och
skriv ut vilken den bésta 16sningen ni har hittat &r.

7. Kor programmet ni nu har skrivit. Anvand en minirdknare eller dyl. for att
kontrollera hur bra ert svar ar!

Det program ni har skrivit nu ger forhoppningsvis ett relativt bra svar, men
har ett problem:
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Fraga 1. Anta att det slumpar sig sa att det minsta talet som slumpas fram i
steg 4. dr 2 och det storsta talet &r 97. Kan ni da sdga ndgot om hur stora eller sma
det slutgiltiga svaret kan vara?

Forbattring 1.For att 16sa detta problem anvander vi mutation.

1.

2.

3.

Skriv en funktion mutera(barn) som slumpmassigt valjer ett tal mutation
mellan 0.9 och 1.1 och returnerar barn * mutation

Modifiera funktionen para sa att den har 0.1% chans att mutera barnet med
hjalp av funktionen mutera

Kor programmet igen och se vad ni nu far for svar. Jamfor hur bra det &r
med det svar ni fick forra gdngen.

Genom att anvdnda mutation sd introducerar man slump inte bara i borjan
av programmet ndr man skapar losningar, utan ocska lite hela tiden genom pro-
grammets korning. P4 det sittet jimnar man ut slumpens paverkan over alla ge-
nerationerna.

Det finns manga andra sitt att skriva en genetisk algoritm. T.ex. kan man dnd-
ra i funktionen para sa att den bésta 16sningen parar sig fler ganger dn de samre,
eller hur man nu vill. Experimentera gérna - fundera pa hur ni tror att det funkar
pa riktigt i naturen! Far verkligen de 70% sd@msta inte para sig alls dar?

Har &r tvd andra problem ni kan forsoka 16sa med genetiska algoritmer. Ni
kan forhoppningsvis dteranvanda mycket av er kod, men en del mdste saklart
forandras.

Problem 2. Skriv en algoritm som kan gissa sig till en viss strang

1.
2.

Vilja och definiera den "korrektastrangen svaret, t.ex. svaret = "hej valentina!"

Definiera vilka tecken som &r okej att ha i strangen, det s.k. alfabetet. T.ex.
alfabetet = "abcdefghijklmnopgrstuvwxyzaasc .!?"

. Modifiera koden sa att Llosningar istéllet fylls med strangar av samma langd

som svaret med tecken tagna frdn alfabetet

. Modifiera fel(x) sa att den istdllet méater hur ldngt frdn svaret som x ar.

T.ex. kan ni rdkna ut bokstavssumman i badda strdngarna och returnera skill-
naden. (Python-funktionen ord kan vara till nytta har.)

. Modifiera para sa att barn istéillet tar forsta halvan fran far och andra fran

mor (eller ndgot liknande, t.ex. var annat tecken fran dem). OBS! Det dr vik-
tigt att alla strdngar &r lika ldnga, dvs. att barn blir lika ldng som mor och
far!

. Modifiera mutera sd att den véljer en slumpmassig bokstav i barn och ersat-

ter den med ett slumpmassigt tecken fran alfabetet

Kor programmet och se vad ni far som svar!

104



Problem 3. Du ska ordna bordsplaceringen till ett brolopp. Det dr 100 deltaga-
re som ska placeras runt 10 runda bord, varje med 10 platser. Du vill placera folk
sa att de har sd mycket glddje av sina bordsgrannar som mgjligt. Varje deltagare
beskrivs av tre attribut: dlder (i ar), kon (M eller K) och stjarntecken. Gladjen en
person upplever beror pa hur kompatibel hen dr med sina tva bordsgrannar och
mats i glidjepoing (GP.)

1. Om grannarna har olika kon far de bada 10 GP. Om de har samma kon fér
de istéllet 3 GP.

2. Om skillnaden s mellan grannarnas aldrar &r mindre dn 15 sa far de bada
15 -5 GP.

3. Om de har samma stjantecken far de -5 GP. Har de nérliggande stjarntecken
(t.ex. vattuman och fisk) sa far de 10 GP.

Skriv en genetisk algoritm som forsoker maximera summan av allas GP.! En fil
med gésternas informtion finns péd ethna.se/GésterGA.txt

@4. Forberakningar

[10 augusti ]

Ibland kommer man behova berdkna liknande saker vildigt mdnga génger.
Det kan da bli snabbare totalt sett att ldgga en del tid pa berdkningar innan man
borjar svara pa en dnda fraga. Ett exempel som manga av er sdkert stott pd ar
Erathostenes sall for att hitta alla primtal upp till ett visst tal, men det finns manga
tillfallen da forberdkningar gor att man snabbt kan svara pa annars tidskravande
fragor.
> Kattis problem howmanydigits
Har ska vi svara pa hur manga siffror som ingar i n! for 10 000 olika n upp till
1 000 000. Det kan underlétta att veta att antal siffrori ett tal x &r math.floor (math.logl0(x))
och att log(x-y) = log(x) 4 log(y)

44.1 Prefixsummor

Givet en lista av tal x1,x2,...,x, vill vi berdkna summan av talen fran position L
till men inte med R,
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44.2

R+1
S(L,R) =) xi.
i=L

Detta kan goras med L — R operationer genom att berdkna summan, men om
detta behover goras manga ganger ar det inte tillrdckligt snabbt. Om vi har forbe-
riknat prefixsumman av listan, P, = ¥t _,, kan vi gbra samma berékning med en
operation.

S(L,R) =Py —P,

Detta gdr ocksa att utvidga till fler dimensioner.

Max o6ver intervall i en lista

Om man vill hitta det hogsta vardet mellan tva positioner i en lista kan man leta
igenom alla viarden mellan dessa positioner. Om det dr en ldng lista kan det ta
lang tid, s& om man har manga liknande fradgor kan det bli f6r ldangsamt. Man
kan da istdllet forberdkna ett segment-trdd som jag visar pa tavlan for att snabbt
kunna hitta maxvérdet dver vilket intervall man vill.

Om man bara édr intresserad av intervall som borjar i ena kanten av listan sa
gdr detta att berdkna for alla slut pa intervallet med ett &nda svep. Anvand detta
for att 16sa foljande problem.

> Kattis problem pivot

44.3 Extrauppgifter

Se om ni kan 16sa uppgifterna nedan

> Kattis problem birdrescue
> Kattis problem reseto
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Q-\. Regler Matematisk Yatzy

Matematisk Yatzy &r en tavling dar man tavlar i att 16sa matematikproblem. Mélet
i tavlingen &r att fa sd mycket poang som mojligt (dels for 16sta problem, dels for
bonusar). Ni tavlar i lag om 3-4 personer.

Problemlosning. Varje lag far en uppsittning pa 5 olika teman med 5 pro-
blem i varje. Problemsvaren redovisas i ordning inom temat, fran 1:a till 5:e (till
exempel godtas inte svaret till det 4:e problemet om inte svaren pd 1:a, 2:a och 3:e
problemet pd samma tema har lamnats in). P4 varje problem har man ett forsok
att redovisa svaret. Om laget redovisar korrekt svar, s far man sa mycket poang
som problemet dr vart. Om svaret &r felaktigt eller ofullstandigt (t.ex. man anger
nagra korrekta svar, men inte alla), s fdr man 0 poang.

Forsta problemet i temat &r alltid vért 10 podng, andra dr vart 20 poang och sa
vidare till femte problemet som é&r virt 50 podang. (Sdledes kan man som mest fa
750 podng om man inte rdknar med bonusar).

Bonusar. Varje lag kan ocksa tjana bonusar:

e Om alla problem inom ett tema hade korrekt svar, sa far man ytterligare 50
podng (“vagratbonus”).

e Om alla problem med samma védrde hade korrekt svar, s far man ytterligare
det vardet som bonus (“lodratbonus”).

Spelets slut. Spelet pagar i 90 minuter. Spelet tar slut for ett lag antingen om
tiden ar slut eller om man har forsokt redovisa svaret pd alla problem.
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. Svar Matematisk Yatzy Bld gruppen )

10.

11.
12.
13.
14.
15.

16.
17.
18.
19.
20.

A N

© ® N

Kombinatorik
(10) 21

(20) 4

(30) 24

(40) 10

(50) Simon, 54 fler

Textuppgifter
(10) 18

(20) 30

(30) 5

(40) 99

(50) 23

Algebra

(10) 3

(20) 3600

(30) -3

(40) (2,3),(-2,3),(3,2),(-3,2)
(50) 0,25

Heltal

(10) 121

(20) 4x4 och 3x6
(30) 3

(40) 4, 6, 12

(50) 2858
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21
22
23
24
25

Geometri
. (10) Kolla svaret

. (20) 72°,72°,36°

. (30) Arean ska vara 6 rutor.

. (40) 108°
. (50) 36, 45, 63, 72
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@. Svar Matematisk Yatzy Lila gruppen )

Algebra
1. (10) (-1,1,-1,1...-1,1)

2. (20) 0
3. (30) 2/27

4. (40) (0,0,0) och (1,1,1)

5. (50) 2
Geometri
6. (10)
np_1_F L c
.!i Fl - - | ‘
3 | .- -
[ I . a
E} ’Lﬁ:
| s
il ."' L
2 -,
ﬂ.._' o ﬁ — p— ——— p——— B

7. (20) (v/51 +/53)?
8. (30) 2019
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11.
12.
13.
14.
15.

16.
17.
18.
19.
20.

21.
22.
23.
24.
25.

. (40)2V3-3
10.

(50) 7,2

Talteori

(10) 195, 498, 265, 164
(20) 1, 153, 370, 371, 407
(30) 201

(40) 2857

(50) p+g—1

Kombinatorik

(10)n=40ochn==6

(20) n=2% — 1, dar k &r ett naturligt tal
(30) 21010

(40) 36

(50) n+2

Schackuppgifter

(10) (2020 %2020 —2) /2 = 2040199
(20) 2

(30) 36

(40) 47

(50) 28 4+ 36v/2
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p.

Regler Mattedrabbning

Regelsammanfattning Mattedrabbning

Lagen turas (ndstan alltid) om att utmana varandra pa problem.

Laget som blir utmanat presenterar 16sningen eller skickar utmaningen till-
baka.

En person skickas till tavlan for att presentera 16sningen.

Laget som inte presenterar losningen skickar fram en opponent till tavlan,
som stéller fragor.

Nar opponenten &dr nojd, sa stéller juryn (lararna) fragor.
Man far podang utefter hur ratt man hade nir man presenterade.

Om 16sningen &r helt korrekt, far det presenterande laget 12 podng och and-
ra far 0 podng.

Om 16sningen &r helt fel och opponenten pdpekar det och forklara varfor
det dr fel, sa far laget som presenterar 0 podng och laget som opponerar far
6 poang.

Man far inte prata med laget om man stdr framme vid tavlan.

Man fér ta halvminutspauser (max 6 stycken) for att laget ska fa prata med
personen som star framme vid tavlan.

Ingen person far ga fram och presentera mer dn tvd ganger.

I borjan av drabbningen har man en liten s.k. “kaptenstiavling” dar det vin-
nande laget far bestimma vem som utmanar forst.

Laget med mest podng vinner!
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Detaljerade regler Mattedrabbning

Mattedrabbning dr en tdvling for tva lag i 10sning av matematikproblem. Drabb-
ningen bestdr av tvd delar. Forst far lagen ett antal problem och en bestimd tid
att 16sa dem pa. Under 16sningstiden far lagen inte anvanda hjalpmedel (féorutom
simpel minirdknare som &r ok, samt pennor, passare, linjal och dyl.), och far en-
dast prata om problemen med juryn. Efter utsatt tid borjar sjdlva drabbningen,
ndr lagen presenterar losningarna for varandra enligt reglerna. Nar det ena laget
presenterar en 16sning, opponerar det andra laget pd 16sningen, d.v.s. soker fel
och brister i den, och om det visar sig att 16sningen saknas, far d&ven det andra
laget presentera sin egen 16sning. Juryn tilldelar poang bade for presentation och
opponering. Om lagen inte lyckas slutfora I6sningen under diskussionen eller om
de har ndgra fel, fr juryn ge en del av podngen (och dven alla podng) till sig sjalv.
Om totalpodngen skiljer sig med mindre &dn 4 podng nér tavlingen ar 6ver, slutar
drabbningen oavgjort, annars vinner laget med flest poang.

Utmaning

Drabbningen bestar av flera omgangar. I varje omgdng &r det ena laget kdrande
och det andra laget svarande. Forst utmanar kdranden till ett problem, som inte
presenterats tidigare (till exempel: "Vi utmanar motparten till problem 8"). Sen
bestimmer det svarande laget om det tackar ja eller nej till utmaningen (de far
1 minut pa sig att bestimma sig). Om laget tackar ja, maste det skicka en fore-
dragande som ska presentera 16sningen, medan det kidrande laget far skicka en
opponent med uppdraget att soka fel i losningen. Om svarande laget tackar nej
(det kallas for kontroll av korrekthet) maste det kdrande laget skicka den foredra-
gande, medan det svarande far skicka en opponent. (Ett lag far ocksa lata bli att
skicka en opponent for att spara ett upptradande. Da deltar laget inte langre i den
pagdende omgangen, far inte podng och kan inte dngra sig).

Foéredraget

Forst presenterar den foredragande sin 16sning. Han/hon maste ge svar pa alla
fragor i problemet och visa att alla svaren &r riktiga och fullstindiga. Bland annat
maste den foredragande bevisa varje pastdende den formulerar eller hdnvisa till
det som vilkant. Den foredragande maste uttrycka sig klart, bland annat maste
han/hon vara beredd att upprepa vilken del som helst av sitt foredrag om juryn
eller opponenten ber om det. Foredragets tid dr begrénsat till vanligtvis 10-15 mi-
nuter. Om tiden tar slut men den féredragande vill fortsétta far juryn bestimma
om han/hon far gora det.

Den foredragande far ha med sig ett pappersark med bilder, och (om juryn tillater
det) ett med berdkningar. Men man fér inte ha med sig texten med hela I6sningen.
Den foredragande far:
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tore foredraget rita upp allt som behovs pd tavlan (teckningar, ritningar
0.8.V.);

lata bli att svara pd opponentens fragor fore diskussionen;

be opponenten att precisera sin fraga (till exempel kan man foreldgga sin
egen version “Forstar jag ratt att du fragar ...?”);

lata bli att svara pa en frdga, med ndgon av motiveringarna: a) det vet jag
inte; b) jag har ju redan svarat pa denna fraga (och forklara nar och hur); c)
det dr inte en korrekt fraga, eller den fragan ingdr inte i vetenskaplig dis-
kussion. Om opponenten inte godkdnner motivering (b) eller (c) bestimmer
juryn vem som har rétt.

Den foredragande madste inte:

forklara hur man har kommit pa svaret om man kan bevisa pa ett annat satt
att svaret dr riktigt och fullstandigt;

jamfora sitt eget forfaringssatt med ett annat, bland annat i vilket mén det
ar kort, vackert eller generellt.

Opponering

Under foredraget fdr opponenten bara stilla fragor om den foredragande tilldter
det. Dock far opponenten be om att upprepa en del av foredraget, och dven tillata
att ett padstdende som man tror vara sjdlvklart inte behover bevisas. Efter foredra-
get far opponenten stilla fragor. Om opponenten inte kan stilla nésta frdga inom
en minut bestdms det att man inte har fler frdgor. Om den féredragande inte bor-
jar svara pa en fraga inom en minut bestdms det att svaret saknas. Som en fraga
far opponenten:

krdva att den foredragande upprepar en viss del av foredraget;

be den foredragande att precisera vilket pastdende som helst, bland annat
genom att a) be om en terminologisk definition (“Vad menar du med...”)
eller b) formulera om ett pastdende och be om en bekriftelse ("Forsta jag
ratt att du pastar...”);

be den foredragande att bevisa ett pastdende som den féredragande har an-
vant och som opponenten inte kdnner till (juryn bestimmer om pastdendet
verkligen &r allmént ként);

godkdnna svaret eller icke godkdnna det (i senare fall med motivering).

Om opponenten tror att den foredragande drar ut pd tiden for att finna en 16sning
under foredraget, eller att foredraget mest inte har ndgot att gora med losningen,
da far opponenten efter 10 minuter be den foredragande att framldgga ett svar
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(om problemet mdste ha ett svar) eller en plan for sitt resonemang. Opponenten
madste upprepa och precisera sina frdgor om den foredragande eller juryn ber om
det. Slutligen far opponenten ge ett utlatande pa en av foljande former: a) I6sning-
en ar riktig; b) ldsningen (svaret) dr riktig pa det hela taget, men det finns dessa
brister; c) 16sningen (svaret) dr felaktig, det finns fel (brister) i dessa nyckelpasta-
enden, eller det finns ett motexempel.

Om opponenten godkdnner losningen, slutar han/hon och hans/hennes lag
att delta i diskussionen under den hdr omgangen. Vanligtvis borjar juryn stélla
fragor till den foredragande efter opponentens utldtande. Juryn far d&ven blanda
sig i diskussionen tidigare, dock far den dd inte stélla fragor som hade kunnat ge
poédng till opponenten om denne skulle stdlla dem.

Bédda lagen madste vara tysta under foredraget och diskussionen. Fér kommu-
nikation och radgivning mellan ett lag och dess representant far det tas en paus
i en halv minut. (Motparten fadr anvdnda denna tid for konsultation ocksd.) Varje
lag far ta en sddan paus nar som helst, dock bara 6 ganger under drabbningen.
Det ar kaptenen som tar pausen. Representanten vid tavlan far bara be kaptenen
att ta pausen eller be om att fa bli utbytt mot en annan spelare (detta rdknas som
tvad pauser).

Antalet upptrddanden

Varje spelare har rétt att upptrdda tva ganger, d.v.s man far skickas till tavlan
som fordragare eller opponent hogst tvd gdnger under drabbningen. Om laget
byter ut sin representant vid tavlan rdknas det som upptradande av bade den
nya foredragande och den som blivit utbytt. Dessutom kostar ett utbyte tva halv-
minutspauser (denna minut far laget anvanda dven for konsultation). Sdledes kan
ett lag gora hogst tre utbyten.

Den forsta utmaningen - Kaptenstavlingen

Vem som skall utmana forst avgors genom kaptenstiavlingen just fore sjdlva drabb-
ningen. Varje lag skickar en representant till tavlan (det kan vara kaptenen eller
vilken lagmedlem som helst). Juryn ger ett enkelt problem till representanterna.
Representanten som forst sager sig ha ett svar, far svara. Man vinner om 16sning-
en dr ratt och forlorar annars. Juryn maste siga i forvag om det racker med bara
svar eller om det krévs ett svar med resonemang. Istillet for kaptenstavlingen far
juryn anvianda en lottdragning eller framstilla ett spel for representanterna.

Rollomvédndning

Rollomvéndning kan bara ske i den omgang som inte dr kontroll av korrekthet.
Om juryn understddjer opponentens kritik, erbjuder juryn opponenten att ritta
felen och fylla luckorna i foredraget. Om opponenten tackar ja sker en partiell
rollomvandning och opponenten och den foredragande byter roller. Om juryn
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understodjer opponentens pdstdende att 16sningen saknas i foredraget, eller ar
helt felaktig, erbjuder juryn opponenten att presentera sin egen 16sning. Om op-
ponenten tackar ja sker en total rollomvandning. Efter rollomvandningen far den
fore detta opponenten podng for sin 16sning, medan den fore detta foredragan-
de kan fa poang for kritik. Dock kan det inte ske rollomvédndning en gang till i
samma omgang.

Korrekt utmaning

Om utmaningen antas direkt, sa dr den alltid s.k. korrekt. Om utmaningen skickas
tillbaka, sa finns det tvd mojligheter. Om det utmanande laget erkdnner att de
inte har ndgon 16sning, sd dr utmaningen automatiskt inkorrekt.

Om det utmanande lagets foredragare gar fram till tavlan och berattar en 16s-
ning sa beror korrekheten pa. Om opponenten kan bevisa att losningen dr inkor-
rekt sd rdknas dven utmaningen som inkorrekt. Om opponenten godkdnner 16s-
ningen riknas utmaningen som korrekt.

Ordningen pd utmaningarna och mattedrabbningens slut.

Om utmaningen som skedde var inkorrekt, sa maste det utmanande laget utmana
dven i ndsta omgéng. I alla andra fall turas lagen om att utmana varandra.

Nér som helst kan det utmanande laget sidga att de inte lingre vill utmana
denna mattedrabbning (vanligtvis goér man detta ndr man inte langre har nigra
16sta problem bland de kvarvarande). Efter det far det andra laget mojligheten att
redovisa de kvarvarande problemen (vilka de vill, de maste inte redovisa nagot).
Laget som sagt att de inte langre vill utmana kan dé bara opponera och fa poang
for opponering. Inga rollbyten kan ldangre ske.

Mattedrabbningen dr slut nér alla problemen har redovisats eller om ett av
lagen sdger att de inte vill utmana langre och det andra laget vill inte lingre redo-
visa nagot.

Podngutdelning

Varje problem kan ge 12 podng, vilka slutligen delas mellan den féredragande, op-
ponenten och juryn. Om den foredragande har presenterat en ritt och fullstandig
16sning, far han/hon alla 12 podng. Annars finns det fel och luckor i 16sningen,
som opponenten maste upptidcka och papeka (om opponenten bortser fran ndgra
fel maste juryn papeka dem senare).

Den foredragande fér ritta felen och fylla i luckor. Oréttade fel och ofyllda luc-
kor minskar hans/hennes slutpodng (juryn bestimmer med hur mycket). Dock
om den foredragande har rattat alla fel och har presenterat den fullstindiga 16s-
ningen bara efter ledande fragor fran opponenten och/eller juryn, kallas det en
“oren 16sning”. Da far juryn ta 1-2 poang av den foredragande och ge dem till op-
ponenten eller till sig sjdlv. For varje ordttad brist som opponenten har padpekat
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far han/hon hélften av bristens kostnad (d v s halva den poang som avdragits
frdn den foredragande). Den andra halvan kan opponenten forsoka fa genom att
rdtta bristerna sjalv (om juryn tillater en partiell rollomvandning).

Om de papekade och ordttade bristerna kostar sammanlagt 6 podang eller mer,
bestdams det att opponenten bevisat att I6sningen saknades. Da kan juryn tillata
en fullstindig rollomvédndning, d v s opponenten far presentera sin egen 16sning
helt fran borjan. Efter rollomvéandning tilldelar juryn de podng som dr kvar enligt
samma princip: f.d. opponenten far for sitt foredrag, den f.d. féredragande for
kritik (halvkostnadsprincipen och oren 16sning géller). Om opponenten har bevi-
sat att 1osningen saknas under kontroll av korrekthet far denne 6 poang, medan
den foredragande far 0 till 6 podng for idéer.
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Hdftet innehdller material fran Mattekollo
2019 for dk 9-gy2, alla matematik- och
programmetringsgrupper. Den blda gruppens
tema var invarianter, den lila reell analys.
Specialkursen om inversion ar inkluderad.

Tack till alla deltagare och ledare!
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