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1. Talteori

Talteori 1
Vilka heltal n har 0 som delare?
Skriv ner alla delare till (a) 30 (b) 91.
Ar foljande tal primtal (a) 101 (b) 12345 (c) 387878 (d) 1437004797 (e) 3599
Hitta det minsta tresiffriga primtalet dér varje siffra &r ett primtal.
Visa att antalet positiva delare till ett positivt heltal n &r max 2/n.

Visa att ett positivt heltal har ett udda antal positiva delare om och endast om
det dr en kvadrat.

Talen 3,5,7 ar alla primtal. Hinder det ndgonsin igen att tre tal pa formen
n,n+2,n+4 alla dr primtal?

Hitta alla positiva tal n sd att de tre talen 3n —4, 4n — 5 och 5n — 3 alla &r primtal.

Mellan 10 och 20 finns det 4 primtal. Hander det ndgonsin igen att fyra tal
mellan tvd pa varandra foljande multiplar av 10 &r primtal?

Hitta 100 pd varandra foljande positiva heltal som alla &r sammansatta.

Visa att om p och g &r tva pa varandra foljande udda primtal sa dr p+ g en
produkt av minst tre primtal.

Bevisa att det finns odndligt manga primtal pa formen 4k + 3.

Lat summan av de positiva delarna till n betecknas med o(n). Visa att (1) +
6(2)+...+o(n) <n’

(IMO 2002) De positiva delarna till n dr 1 =d; < dp < ... < dy = n. Visa att
didy + dods + ...+ dj_1dj, < n?.

Finns det ett konstant positivt heltal a sd att n* +a inte 4r ett primtal for ndgot
heltal n?

Talteori 2

Elias har en chokladkaka med m x n rutor som han ska dela upp i mindre bitar.
I varje steg sa bryter han av den storsta kvadraten som gar att bryta av. Till slut
ar det bara en kvadrat kvar. Hur mdnga rutor finns i den kvadraten?

(a) Visa attn och n+1 &r relativt prima.

(b) (IMO 1959) Visa att 21n+-4 och 14n + 3 &r relativt prima, oavsett vad n ar.

Visa att pd varandra foljande Fibonaccital alltid ar relativt prima.



Om du drar en diagonal i en rektangel med 1001 x 4554 rutor, hur manga rutor
kommer da diagonalen gd igenom?

(a) Bestam SGD(n!+1,(n+1)!+1).
(b) Bestim SGD(10° — 1,10 —1).

Bezouts identitet. Visa att om x,y dr relativt prima sa finns det heltal a
och b sadana att ax+ by = 1.

I denna uppgift ska du bevisa Bezouts sats. Betrakta alla positiva tal pa formen
ax + by, och 1at d vara det minsta sddana talet. Vi vill visa att d = SGD(a, D).

(a) Visa att om c | a och ¢ | b sé géller ocksa att ¢ | d

(b) Antag att d inte delar a och hitta ett tal mindre dn d som ocksa &r pa formen
ax + by.
Varfor ar detta tillrackligt for att bevisa att d = SGD(a,b)?

Hitta den storsta gemensamma delaren till 273 och 161 och skriv den som en
linjarkombination av 273 och 161.

Visa att om ett primtal p delar ab s& mdste p dela antingen a eller b. Varfor
behover vi att p &r ett primtal?

Visa att f0r positiva heltal a, b, c sa har ekvationen ax + by = c heltalslosningar
om och endast om SGD(a,b) | c.

Hitta en aritmetisk talfoljd av langd 100 sd att alla par av tal i foljden &r
relativt prima.

Visa att 111...1 har minst n stycken distinkta primtalsdelare, om antalet ettor
ar 2"
Visa att om a och b dr relativt prima sd dr ab — a — b det storsta talet som inte

kan skrivas pa formen ax + by for heltal x,y > 0. Hur médnga positiva tal finns det
som inte kan skrivas pa denna form?

Tva distinkta positiva heltal a och b stér skrivna pa tavlan. Vi byter upprepat

ut det mindre av dem mot talet

a . e o o . o
a—b| Visa att forr eller senare stér tva lika tal pa
a —

tavlan.

(Baltic Way 2016) Betrakta trianglar i planet, vilkas horn har heltalskoordi-
nater. En sddan triangel kan lagligt transformeras genom att forskjuta ett horn
parallellt med motstdende sida till en ny punkt med heltalskoordinater. Visa, att
om tva trianglar har samma area, kan den ena fas att ssmmanfalla med den andra
genom en sekvens av lagliga transformationer.



Talteori 3

(Aritmetikens fundamentalsats.) Alla positiva heltal kan skrivas som
en produkt av primtal pd ett unikt sitt.
Skriv foljande tal som en produkt av primtal: (a) 60 (b) 105 (c) 2020 (d) 1001
Hur manga delare har fljande tal: (a) 101 (b) 1012 (c) 1013 (d) 52-101°
Hitta en formel for antalet delare till ett tal givet primtalsfaktoriseringen.
Hur manga kvadrater finns det i mangden {1!,22,3% ..., 2020%020}?

Vad maste gélla for primtalsfaktoriseringen av ett tal om det &r en kvadrat?
Vad maste gilla om det dr en potens av n?

Givet ett positivt heltal a, visa att om y/a &r ett rationellt tal sa &dr det ett heltal.
Hitta alla positiva heltal n s& att 9" = 2"2 4 1.

Ett positivt heltal N dr givet. Det visar sig att det finns exakt 2005 par av posi-
tiva heltal (x,y) sa att )_1( + % = ]%] Visa att N dr en kvadrat.

Hitta alla positiva heltalslosningar till m" = n".

Visa att bland 51 tal alla mindre dn 100 sa finns det tva tal sdidana att det ena
delar det andra.

Bestdm produkten av alla positiva delare till 720%.

Vad &r summan av alla positiva delare till talet 7208?

Kan du hitta en allmédn formel f6r 16sningen till de foregdende 2 problemen?
Visa att ab = SGD(a,b)MGM (a,b).

Lat a och b vara positiva heltal s& att MGM (a,b) + SGD(a,b) = a+ b. Visa att
ett av talen delar det andra.

Visa att for tre positiva heltal a, b, c géller alltid att

MGM(a,b,c)? _ SGD(a,b,c)?
MGM (a,b)MGM (a,c)MGM (b,c)  SGD(a,b)SGD(a,c)SGD(b,c)

Primtalsfaktorisera foljande tal: (a) 19-17!+20! (b) 27000001 (c) 19! 423!



Talteori 4
Visa att givet tal a,b,c och d sa att a = c och b = d (mod n) s géller att

(@) a+b=c+d (mod n)
(b) ab = cd (mod n)
(c) d* = ck (mod n)

(a) Visa att siffersumman av ett heltal dr kongruent med talet modulo 9.

(b) Visa att alternerande siffersumman &r kongruent med talet mod 11.
229 har exakt nio siffror, och alla 4r olika. Vilken siffra ir det som saknas?
Givet ett positivt heltal &, finns det alltid ett primtal p och en f6ljd av 100 tal
a) < ap < ... <ajy sddana att p, p+kay,p+kay,...,p+kajoo alla dr primtal? Kan
du gora foljden oandligt lang?

(a) Vad ar sista siffran i 31001710021310037

(b) Vad éar sista siffran i 77" , om det finns 777 sjuor i tornet?

(c) Vad ar de sista tre siffrorna i 200320022 >

(a) Vad kan x* vara modulo 9?

(b) Visa att det finns tal som inte kan skrivas som en summa av 3 kuber. (Kurio-
sa: alla tal kan faktiskt skrivas som en summa av fem kuber! Beviset ar inte

komplicerat, men svart att hitta. Prova om du vill.)
Visa att, for udda positiva heltal k, s& giller att 1 +2+ ... +n delar 1¥+ 254 ...+

nk for alla n.
Visa att alla tal mindre &n n! kan skrivas som en summa av max n positiva

delare till n!.
Bestam alla positiva heltal n sddana att 1! 4-2! +3!4---- +n! dr en heltalspotens.

L&t f(x) = 3x* + 1. Visa att talet

har som mest n distinkta primtalsdelare.
Bestdm alla tal n sddana att de inte har en multipel som inte innehéller nagra

nollor.
Visa att bland 2n — 1 tal finns alltid » tal vars summa ar delbar med n.



Talteori 5

Givet ett tal a och ett tal n sa sdger vi att x &r en multiplikativ invers
till @ modulo n, om ax = 1 (mod n).
Hitta en invers till 3 modulo 10. Vilka tal har en invers modulo 10?
Visa att om a har en invers modulo n, s dr den unik modulo .
(a) Visa att om p dr en primtal, sd har alla tal a # 0 (mod p) multiplikativa
inverser. (Ledtrad: anvand Bezouts identitet!)
(b) Visa att a har en multiplikativ invers modulo n om och endast om a och n dr
relativt prima.

Hitta alla tal x modulo 19 sa att 7x = 77 (mod 19).

(Fermats lilla sats) Givet ett primtal p och ett tal a # 0 (mod p) sa ar
a’~!' =1 (mod p).

(Eulers ¢-funktion) Antalet tal mindre &n n som &r relativt prima
med n betecknas med ¢ (n).

(Eulers sats) Givet ett positivt heltal n och ett tal a som &r relativt primt
med 7 s dr a®™ =1 (mod n).

I det hér problemet ska du bevisa Eulers sats. Betrakta alla tal x,x2, ...x4(,) som
ar relativt prima med n och mindre &n n. Multiplicera dem alla med q, dér a ar
relativt primt med n, sé vi far foljden ax;,axy, ...axg ().

(a) Visa att alla talen i den andra f6ljden &r relativt prima med n.

(b) Visa att alla talen i den andra foljden ar olika, och dra slutsatsen att det méaste
vara samma tal som i den forsta foljden modulo #n fast i en annan ordning.

(c) Visaatta?™ =1 (mod n) genom att multiplicera ihop talen i respektive foljd.
(d) Hur foljer Fermats lilla sats fran Eulers sats? Fundera pd hur varje steg av

beviset blir i specialfallet da n ar ett primtal.

7441

Vad blir resten av 1 — 1 ndr man delar med 23?

Visa att 2"~ — 1 &r delbart med n, om n dr udda.

Givet ett primtal p, visa att det finns odndligt manga positiva heltal n sddana
att 2" —n delas av p.

Givet ar ett tal n som varken delas av 2 eller 5. Finns det alltid en aritme-
tisk talfoljd med 100 tal a; < ax < ... < ajoo sddan att alla tal i talfoljden 111...111,
111..111,... dar tal nummer £ i listan bestar av qy, ettor, delas av n?



(Wilsons sats) For ett primtal p gdller att (p—1)! = —1 (mod p).
I det hér problemet ska du bevisa Wilsons sats.
(a) Visa attx? =1 (mod p) om och endast om x = 41 (mod p), dir p &r ett primtal.

(b) Visa genom att para ihop tal med sin invers att2-...- (p—2) =1 (mod p). Dra
slutsatsen att Wilsons sats géller.

Givet ar tva foljder ay,az,...,a,—1 och by,by,...b,_1, s att alla tal i respek-
tive foljd ar olika och nollskilda modulo p. Visa att det finns tva tal i foljden
aiby,azbs,...,a,_1b,_1 som dr samma modulo p.

Ar712!+1 ett primtal?

Extrauppgifter
Visa att om

m_1+1+ N 1
n 1 2 7 p—1

dér p ar ett primtal, s& giller att p? delar m.

(a) Visa att om p =2 (mod 3) &r ett primtal sa har x> =1 (mod p) bara
16sningen x = 1 (mod 3). Dra slutsatsen att alla tal har en tredjerot modulo p
i detta fall.

(b) Givet ar tva positiva heltal a och b samt ett primtal p = 3k + 2 sddana att
a® +ab + b* delas av p. Visa att badde a och b delas av p.

(a) Visa att for ett primtal p > 2 sa finns det ett heltal x s& att x> = —1 (mod
p) om och endast om p =1 (mod 4).

(b) Visa att det finns odndligt manga primtal pa formen 4k + 1.

Upprepningen av ett heltal definieras som talet vi far av att skriva siffrorna
i talet efter sig sjdlv. Till exempel dr upprepningen av 123 talet 123123. Finns det
nagot tal vars upprepning dr en kvadrat?

Visa att n > 1 aldrig delar 2" — 1.

(IMO 2005) Bestam alla tal som &r relativt prima till alla tal i foljden 2" + 3" 4
6" — 1.
Hitta en formel for ¢ (n) givet primtalsfaktoriseringen av n.

12 —1
Visa att ¥ 4, ¢ (d) = n. (Ledtrad: betrakta brdken e n

).

n



2. Affin geometri

Affina tfransformationer 1

Mellan tva byar finns en flod med parallella strander. Man ska bygga en bro
som &r vinkelrdt mot strdnderna. Var ska den byggas for att avstdndet mellan
byarna via bron ska vara det kortaste mojliga?

Inuti rektangeln ABCD &r punkten M markerad. Visa att det finns en konvex
fyrhorning vars diagonaler dr vinkelrdta och lika langa som AB respektive BC,
och vars sidor dr av langd AM,BM,CM och DM.

Hur tar du den kortaste vigen fran ditt hem A till floden (det &r en rak linje ¢)
och sedan till din mors hus B?

(a) Personen A star uppe pa land och ser personen B flyta forbi pa floden /.
En 6dla kryper pa marken s att den i varje dgonblick befinner sig exakt mitt
emellan A och B. Hur ser 6dlans vdg ut?

(b) Hur ser 6dlans vdag ut om personen B istéllet dker runt i karusellen € (en
cirkel)?

(@) Kan du hitta en trevlig transformation som skickar vilken cirkel som
helst till vilken annan cirkel som helst?

(b) Kan du hitta en trevlig transformation som skickar vilken triangel ABC som
helst till vilken annan triangel A’B'C’ som helst som &r likformig med ABC?

Tva cirklar tangerar varandra i K. En linje som passerar genom K skir dessa
cirklar i punkterna A och B. Bevisa att tangenterna till cirklarna genom A och B &r
parallella med varandra.

Tva cirklar tangerar varandra i K. Genom K dras tva linjer som skér den forsta
cirkeln i punkterna A och B och den andra i punkterna C och D. Bevisa att AB och
CD ér parallella med varandra.

Affina avbildningar

(a) Kan du hitta en trevlig transformation som skickar en rektangel till en
kvadrat?

(b) Kan du hitta en trevlig transformation som skickar ett parallellogram till en
kvadrat?

() Kan du hitta en trevlig transformation som skickar vilken fyrhérning som
helst till en kvadrat? Om inte, varfor?



(d) Gor dina egna andra exempel. Till exempel: Kan vi skicka en ellips till en
cirkel? Kan vi skicka 3 godtyckliga punkter till 3 andra godtyckliga punkter?

Visa med hjélp av affina avbildningar att for varje parallelltrapets sd ligger ba-
sernas mittpunkter, diagonalernas skdarningspunkt samt sidolinjernas skdrnings-
punkt pd en och samma linje.

I parallelltrapetsen ABCD med baserna AD och BC, gar en linje som &r pa-
rallell med sidan CD genom punkten B sa att den skdr diagonalen diagonalen
AC i punkten P. Genom punkt C gar en linje som &r parallell med AB och skir
diagonalen BD i punkten Q. Visa att PQ dr parallell med parallelltrapetsens baser.

Affina transformationer 2

Kan du hitta en transformation som skickar vilket parallellogram som helst
till vilket annat parallellogram som helst?

En projektion genom en punkt p i rummet, fran ett plan IT; till en
annan I, definieras enligt foljande: Varje punkt x pd IT; avbildas pd skdrnings-
punkten mellan linjen px och planet IT,.

Kommer varje linje alltid att bli en linje under en projektion?

Kan du hitta en linje ¢ pad I1; som inte skickas till ndgon linje pa IT,? Om
tva linjer pa II; skédr varandra pa ¢, vad kan man sdga om deras avbildning pa
I1,? Kan vi pa ndgot sitt utoka planet for att gora projektiva transformationer
bijektiva?

Visa att alla fyrhorningar kan avbildas pa ett parallellogram med en projektion.
Genom att kombinera de transformationer som du kanner till, kan du avbilda
vilken fyrhérning som helst pa vilken annan fyrhérning som helst?

Lat O vara skdrningspunkten mellan diagonalerna pa fyrhérningen ABCD; 14t
E (resp. F) vara skdrningspunkten av forlingningarna av AB och CD (resp. BC
och AD). Linjen EO skér sidorna AD och BC vid punkterna K respektive L och
linjen FO skér sidorna AB och CD vid punkterna M respektive N . Bevisa att skér-
ningspunkten X for linjerna KN och LM ligger pa linjen EF.



Desargues sats. Lat A1B;C; och A,B,C; vara tva trianglar. Lat A;{B; och A»B;
skdra varandra i P, 1at B{C; och B,C, skidra varandra i Q och lat C;A och CA,
skdra i R. Om P,Q och R alla ligger pd samma linje ¢, visa att linjerna A;A>, B1B>
och C|(; alla skdr varandra pd samma punkt.

Lat ¢ vara en linje och 1t Q vara en cirkel som inte skér linjen. Genom att
kombinera de transformationer du kénner till, kan du avbilda ¢ i odndligheten
medan du fortfarande bevarar cirkeln ©?

Nar du skickar / till odndligheten i problemet ovan, kommer en viss punkt nu
att bli mitt i cirkeln. Kan du hitta den hédr punkten? Given pa ndgon punkt i en
cirkel, 4r det mdjligt att skicka den till mitten av cirkeln med hjélp av transforma-
tioner du kdnner?

Lat Q vara inskriven i en fyrhérning ABCD och tangerar sidorna i punkterna
TUVW. Visa att linjerna AC,BD,SV,UW alla skdr varandra i en punkt.

En punkt och en cirkel &r givna i planet. Med bara en linjal, dr det mojligt att
konstruera tangenterna till cirkeln genom den givna punkten?

Affina transformationer 3
Vi kallar transformationen ¢ fran planet till sig sjalvt for affin om:
1. ¢ dr en bijektion
2. ¢ avbildar linjer pa linjer
Visa att parallella linjer avbildas pa parallella linjer. Lat ¢; och ¢, vara parallella

och ldt ¢ vara en affin transformation. Visa att ¢(¢;) och ¢(¢,) dr parallella.

Visa att parallella linjer avbildas pd parallella linjer. Lat ¢ och ¢, vara parallella
och lat ¢ vara en affin transformation. Visa att ¢(¢;) och ¢(¢,) ar parallella.

Lat M vara mittpunkten av linjesegmentet AB. Visa att ¢(M) dr mittpunkten
av linjesegmentet @(A)@(B). Om var avbildning ar kontinuerlig (ndra punkter
skickas till ndra punkter) bevaras d4 alla férhallanden mellan punkter pa samma
linje?

Nar vi lagger till linjen i odndligheten i planet far vi det projektiva
planet. D& korsar varje par av linjer varandra i exakt en punkt, och vi har exakt
en linje genom varje par av punkter.



Vi kallar transformationen ¢ fran det projektiva planet till sig sjalvt
for affin om:

1. ¢ &r en bijektion
2. ¢ avbildar linjer pa linjer

Punkterna A, B, X ligger pa samma linje. Med bara hjdlp av en linjal, kan du
hitta punkten M sd att M skulle vara mittpunkten av A och B om X skickades till
oandligheten?

Vi kallar punkter pa formen A,B,X,M fran den tidigare uppgiften fér harmo-
niska punkter. Visa att av harmoniska punkter fortfarande dr harmoniska efter de
har blivit avbildade av projektiva transformationer.

Tva linjer dr ritade pa ett papper, men de skdr varandra utanfor papperet. Lat
A vara en godtycklig punkt pa papperet. Med bara en linjal, kan vi konstruera
linjen som gédr genom punkten A och skdrningspunkten mellan de tva linjerna?

Lat p1, p2, p3, p4 vara harmoniska punkter pd en linje /. Vi projicerar dem till
q1,92,93,94 Pa en linje ¢, genom en punkt Q. Vi sdger att det hér &dr en projektiv
avbildning fran ¢, till ¢,. Visa at 1,42, 43, ¢4 er harmoniska.

L&t ¢ vara en linje och 14t p vara en punkt pa en cirkel Q. Projektionen mellan ¢
och Q till p kallas en projektiv avbildningen mellan en linje och en cirkel. Visa att
harmoniska punkter dr bevarade under projektiva transformationer mellan linjer
och cirklar.

En punkt och en cirkel dr givna i planet. Med bara en linjal, dr det mdjligt att
konstruera tangenterna till cirkeln genom den givna punkten? Hitta s4 manga
harmoniska punkter som majligt i din konstruktion.



(USAJM 2011 Problem 5)

Lat ¢ vara en projektiv transformation mellan linjer eller cirklar. Om man
kan anta kontinuitet, kan man visa att ¢ ar unikt bestimt om vi vet bilden av tre
punkter?

On side AB of quadrilateral ABCD point M; is taken. Let M, be the projection
of M; to line BC from D, let M3 be the projection of M, to CD from A, My the
projection of M3 on DA from B, Ms the projection of My to AB from C, etc. Prove
that M3 = M, (hence, M4 = M>, M5 = M3, etc.).

Ett kiigelsnitt ar bilden av en cirkel under en projektiv transformation.
Obs: Problemet med denna definition &r att vi inte har en projektiv definition
av en cirkel. Detta kommer att dtgdrdas senare.

Mingden linjer genom en punkt p, kallas en knippe. En avbildning
som tar ndgon punkt x pa en linje / till linjen px kallas en projektiv transforma-
tion.

Hur skulle du definiera harmoniska fyrtupler av knippen av linjer och hur
skulle man kunna definiera en projektiv avbildning mellan tvd knippen av linjer?

Steiners definition av ett kdgelsnitt. Lat P; vara en knippe av linjer
genom punkten pj, och 14t P, vara knippen av linjer genom punkten p,. Lat ¢
vara en projektiv avbildning frdn P till 2. Sedan ér ett kigelsnitt mangden av
skdrningspunkter mellan linjer ¢ € P, och ¢(¢) € P,. (Obs! Vi har ett undantag
i specialfallet ndr ¢ avbildar linjen p p; till sig sjdlv, i detta fall &r mangden av
skdrningspunkter en linje).

Tillfredsstaller alla kédgelsnitt definierade med var forsta definition dven Stei-
ners definition?
Uppfyller alla kédgelsnitt definierade med Steiners definition nodvandigtvis var
forsta definition?



Anta att en triangel ABC och en punkt Z ar givna. For en godtycklig linje som
gar igenom Z, lat A’ och B’ vara dess skdrningspunkter med BC och AC. D4 ar
méngden skdrningspunkter mellan linjerna AA’ och BB’ ett kédgelsnitt som passe-
rar genom A, B och C, och tangenten till linjerna AZ och BZ.



3. Topologi

Topologi

Ritningar av V. Prasolov

Homotopi
Tva foremal d&r homotopiska om det finns en kontinuerlig en-till-en-deformation
fran det ena objektet till det andra. Ar féljande objekt homotopiska?:

(b)

For det andra problemet, dr det mojligt att separera torusen och dubbel-torusen?
Ar det mojligt att véndra ett cykelhjul inifrén och ut?



(a) (b)

Homotopiklasser

En inbdddning av ett objekt X i ett rum Y kan representeras som en fin (injektiv
och kontinuerlig) funktion f fran X iniY. Vi kan bddda in ett objekt X i ett rum
Y pa olika sétt. Vi sdger att tva inbdddningar tillhér samma homotopiklass om
inbdddningarna kontinuerligt kan deformeras till varandra.

1.

2.

Hur mdnga klasser av cirklar i planet har vi?
Har vi mer dn en klass av cirklar i rummet?

Om vi tar bort en linje fran rummet, hur manga klasser av munkar med tva
hal har vi?

. Fortsdtt undersoka dina egna exempel!

. Vad betyder det faktiskt att tvd inbdddningar kan "kontinuerligtformas till

varandra? Om f; : X — Y och f> : X — Y &r tva olika inbdddningar av sam-
ma objekt X i samma rum Y, kan du ge en definition av nédr inbdddningarna
ar i samma homotopiklass?

. (*) Lat X; och X, vara olika objekt. Nar hdller det att X; och X, har samma

homotopi-klasser i ndgot utrymme Y?

Projektiva Planet i Topologi

1.

En cirkel klipps ut frdn det projektiva planet. Visa att man far ett Mobius-
band. Med andra ord, visa att det projektiva planet kan klistras ihop utav
ett Mobiusband och en cirkel om man klistrar ihop ldngs med kanten (varje
har en cirkel som kant).

. Visa att man kan fa det projektiva planet om man tar en sfiar och klistrar ihop

diametralt motstdende punkter.

Visa att det projektiva planet dven kan fas genom att ta en cirkel och klistra
ihop diametralt motstdende punkter pa randen.



4. Projektiv geometri

Affina Transformationer
Vi kallar avbildningen ¢ fran planet till sig sjdlvt for affin om:
1. ¢ &r en bijektion
2. ¢ avbildar linjer pa linjer
3. ¢ &r kontinuerlig
Begreppen affin avbildning och affin transformation syftar pd samma sak.

Ge nagra exempel pd affina avbildningar.

Foljande problem handlar om affina transformationer:

Visa att parallella linjer avbildas pa parallella linjer. Lat ¢; och ¢, vara parallella
och ldt ¢ vara en affin transformation. Visa att ¢(¢;) och ¢(¢,) dr parallella.

Lat M vara mittpunkten av linjesegmentet AB. Visa att ¢ (M) dr mittpunkten
av linjesegmentet @(A)@(B). Visa att forhallandet mellan strackor pa samma linje
bevaras under affina transformationer.

Vilka frihetsgrader har en affin transformation? Med andra ord, kan du avbil-
da 2, 3 eller 4 punkter till helt valfria punkter under ndgon affin transformation?
Och om du vet vart 2, 3 eller 4 punkter avbildas, finns det ndgra andra punkter
som dr bestimda under den affina transformationen?

Obs. Vi har olika fall, men den mest intressanta dr ndr inga 3 av punkterna &r
kollineéra.



Tva linjer dr dragna igenom varje horn pé en triangel. Linjerna delar upp den
motsatta sidan av triangeln i 3 lika ldnga delar. Visa att diagonalerna som kopplar
ihop de motstdende hornen av hexagonen som formas av dessa linjer méts i en
punkt.

a,

I en parallelltrapets ABCD med baserna AD och BC, &r linje en dragen genom
punkt B, parallell till sidan CD and skédr diagonalen AC i punkten P; genom punkt
C dras en linje parallell till AB som skér diagonalen BD i Q. Visa att PQ &r parallell
till parallelltrapetsen baser.

Vad kan man sdga om en affin transformation som avbildar en cirkel pa sig
sjdlv?

Kan du hitta fler invarianter? Area? Vad hander med en konvex hexagon? Kan
man generalisera mittpunktsinvarianten till fler dimensioner?

Hade vi kunnat definiera affina transformationer pa ett annat satt?
Maéste de vara kontinuerliga och varfor? Skulle vi kunna definiera det som en
komposition av utvidgningar langs med axlar? Skulle vi kunna definiera det al-
gebraiskt, dvs. skriva att (x,y) — (fi(x,y), f2(x,y))? Hur skulle f; och f; se ut?

Givet ar en triangel ABC. Lat G vara triangelns centroid (skdrningen mellan
dess medianer), och 1ldt M, N och P vara punkter pa strackorna AB, BC och CA,
som delar sidorna i samma férhallande (dvs., AM : MB=BN :NC=CP:PA=p:q)
Visa att:

a) G dr centroiden i triangeln MNP;
b) G dr centroiden i triangeln som skapas av linjerna AN, BP and CM.



Projektiva Transformationer

En projektion genom en punkt p i rummet, fran ett plan IT; till en
annan I, definieras enligt foljande: Varje punkt x pd IT; avbildas pa skdrnings-
punkten mellan linjen px och planet IT,.

Visa att linjer skickas till linjer under en projektiv transformation. Ar en pro-
jektiv transformation nddvandigtvis en affin transformation? Ge ndgra exempel
pa projektiva transformationer.

Kan du hitta en linje ¢ pad ITj som inte skickas till ndgon linje pa IT,? Om
tva linjer pd I1; skédr varandra pa ¢, vad kan man sdga om deras avbildning pa
I1,? Kan vi pad ndgot satt utoka planet for att gora projektiva transformationer
bijektiva?

Hur mycket frihet har vi? Till exempel: Kan vi skicka tva linjer / punkter till
vilka tva andra linjer / punkter som helst och sa vidare? Kan vi skicka nagon tri-
angel eller ndgon fyrhorning till vilken annan triangel eller fyrhorning som helst?
Om vi vet avbildningen av 6, 5, 4 eller 3 punkter, kan vi bestimma avbildningen
av nagon annan punkt?

Lat O vara skdrningspunkten mellan diagonalerna pa fyrhorningen ABCD; 14t
E (resp. F) vara skdarningspunkten av forlangningarna av AB och CD (resp. BC
och AD). Linjen EO skir sidorna AD och BC vid punkterna K respektive L och
linjen F O skér sidorna AB och CD vid punkterna M respektive N . Bevisa att skar-
ningspunkten X for linjerna KN och LM ligger pa linjen EF.

I ménga geometriproblem har vi en cirkel. Om vi skickar en linje som inte
korsar en cirkel till odndligheten, vad hdnder dd med cirkeln? Om vi blandar
projektiva och affina transformationer, kan vi bevara en cirkel medan vi skickar
en linje till odndligheten (om den inte korsar cirkeln)? Vad kan man annars gora?
Kan vi ta en punkt och skicka den till mitten av cirkeln medan vi bevarar cirkeln?

Lat Q vara inskriven i en fyrhorning ABCD och tangerar sidorna i punkterna
TUVW. Visa att linjerna AC,BD, SV, UW alla skdr varandra i en punkt.

Om vi ger er fler problem dér ni ska anvdanda de metoder ni méste upptac-
ka kommer dessa problem inte att bli problem eftersom ni redan har 16sningen.
Istdllet &r ett problem att hitta era egna geometriproblem och 16sa dem med pro-



jektiva transformationer. Svarigheten ligger inte i att anvdnda verktyget utan att
forstd ndr verktyget dr anvandbart. Kom dessutom ihag att ni inte far verktyg for
att 16sa problem. De dr bara ett sétt att se ett annat perspektiv. En bra killa for
problem dr Akopyan’s Geometry in Figures:

https:/ /users.mccme.ru/akopyan/papers/EnGeoFigures.pdf

Hur generaliseras projektiva transformationer i tvd dimensioner och i hogre
(Tank stort!) Dimensioner?

Det projektiva planets natur

Ett projektivt plan bestdr av en uppsattning linjer, en uppsittning
punkter och en relation mellan punkterna och linjerna:

1. Givet tva distinkta punkter finns det exakt en linje som gar igenom béda.
2. Givet tva distinkta linjer finns det exakt en punkt som hor till bada.

3. Det finns fyra punkter sa att ingen linje innehdller fler dn tvd av dem.

Hur kan denna definition fungera? Ge exempel pa komplexa plan som skiljer
sig frdn den vi redan har arbetat med. Vi kommer inte att anvdnda denna de-
finition bokstavligt och vi kommer att fortsdtta arbeta i de reella och komplexa
projektiva planen, sd vi kan fortfarande anta kontinuitet. Podngen ar att vi kan
konstruera projektiv geometri utifrdn dessa definitioner istéllet for att lagga till
linjen i odndligheten till de Euklidiska definitionerna. Linjen i odndligheten skiljer
sig inte frdn ndgon annan linje i projektiv geometri. I euklidisk och affin geometri
faster vi en linje till att vara i odndligheten.

I affin geometri kunde vi konstruera mittpunkter pa ett naturligt satt. Sedan
anviande vi kontinuitet for att fa forhdllanden. Hur ser konstruktionen med ett
parallellogram ut i det projektiva rummet nér linjen i odndligheten introduceras?
Kan vi hitta ny invariant?

Tva linjer &r ritade pd ett papper, men de skér varandra utanfor papperet. Lat
A vara en godtycklig punkt pa papperet. Med bara en linjal, kan vi konstruera
linjen som gédr genom punkten A och skdrningspunkten mellan de tva linjerna?

Tva punkter A och B ér givna i planet och vi har en linjal. Tyvérr &r var linjal
kortare dn avstandet mellan A och B. Ar det fortfarande mojligt att dra linjen
genom A och B?

En punkt och en kégelsnitt dr givna i planet. Med bara en linjal, 4r det mojligt
att konstruera tangenterna till kigelsnittetet genom den givna punkten?

Kan man gora projektiva transformationer mellan linjer och cirklar? Vad kan
man sdga om dubbelkvoter?

Maéngden av linjer genom punkten A i planet kallas for en kdrve av linjer. Kan



man skapa en naturlig avbildning mellan en kdrve av linjer genom en punkt A i
planet, med en projektiv linje £ som inte gar igenom A?

Hur skulle man definiera en projektiv avbildning mellan tvad kdrvar av linjer i
planet? Beskriv skdrningen mellan tva linjer, en fran varje kdrve som avbildas pa
varandra.

Kan ett kdgelsnitt definieras projektivt?

Betrakta méngden av kégelsnitt som gar igenom 4 av de givna punkterna i pla-
net (inga 3 punkter &r kollinedra). Mangden av kédgelsnitt som gér igenom fyra av
dessa punkter kallas en kidrve av kidgelsnitt. Vi har tre degenererade kdgelsnitt i
karven (dubbellinjer). Vélj en annan linje i planet. For varje punkt pd linjen valjer
vi ett unikt kdgelsnitt i kirven som gar igenom den punkten. Kégelsnittet skar lin-
jeni ytterligare en punkt. Detta definierar en avbildning pa linjen. Beskriv denna
avbildning.

Vad kan man sdga om kégelsnittskdrven genom punkterna A, B,C och hojder-
nas skdrningspunkter H utav triangeln AABC?

I projektiv geometri sd definieras punkter och linjer symmetriskt. Vad hander
om punkter byter plats med linjer och vice versa? Vad hander med dubbelkvoter?
Vad hédnder med kdgelsnitten?

(*) Kan du definiera en andragrandsyta (en yta i det 3-dimensionella projek-
tiva rummet av grad 2) projektivt?

Dubbelkvot och kagelsnitt

Vi har konstruerat harmoniska kédrvar i det projektiva planet, och
genom kontinuitet har vi dubbelkvoten [p1, p2, p3, p4] mellan alla fyra punkter pa
en linje. Detta &r en invariant under projektiv transformation.

Fakta: I det euklidiska planet, om fyra punkter A, B,C och D ligger i ordningen,
definieras deras dubbelkvot av

|AC|/IAD]
BC|/|BD|

(multiplicerat med -1 om punktordningen foljer A—B—D —Celler B—A—C —
D).

Lat p1, p2, p3, pa pa en linje ¢; projiceras till g1,92,93,94 pa en linje ¢5. Visa att
dubbelkvoten [p1, p2, p3, pa] och [g1,92,93,94] &r desamma. Vi sdger att det har ar
en projektiv avbildning fran /; till 4,.

En punkt och ett kigelsnitt dr givna i planet. Med bara en linjal, 4r det mojligt
att konstruera tangenterna till kigelsnittetet genom den givna punkten?



Lat ¢ vara en linje och 1at p vara en punkt pa en kégelsnitt Q. Projek-
tionen mellan ¢ och Q till p kallas en projektiv avbildningen mellan en linje och

en cirkel.

Visa att harmoniska kdrvar (och ddarmed dubbelkvot) bevaras ndr man proji-
cerar fran en linje till ett kidgelsnitt och tillbaka till en annan linje. Detta gor att vi
kan prata om harmoniska kdrvar och dubbelkvot pa ett kiagelsnitt.

Vilka projektioner mellan tva cirklar bevarar dubbelkvoter?

Visa med hjélp av den ovanstdende definitionen av ett kdgelsnitt, att det finns
ett kédgelsnitt genom alla 5 punkter i planet (om nr 3 av dem ligger pa en linje).
Ar detta kigelsnitt unikt?

Mingden linjer genom en punkt p, kallas en knippe. En avbildning
som tar ndgon punkt x pa en linje / till linjen px kallas en projektiv transforma-

tion.

Hur skulle du definiera harmoniska kdrvar av en knippe av linjer och hur skul-
le man kunna definiera en projektiv avbildningen mellan tva knippe av linjer?

Steiners Definition av ett kidgelsnitt Lat P; vara en knippe av linjer
genom punkten p;, och 1t P, vara knippen av linjer genom punkten p,. Lat ¢
vara en projektiv avbildning fran P till P». Sedan éar ett kiigelsnitt mangden av
skdrningspunkter mellan linjer ¢ € P, och ¢(¢) € P,. (Obs! Vi har ett undantag
i specialfallet ndr ¢ avbildar linjen p p; till sig sjdlv, i detta fall &r mangden av
skdrningspunkter en linje).

Tillfredsstéller alla kdgelsnitt definierade med var forsta definition Steiner’s
Definition?
Uppfyller alla kdgelsnitten definierade med Steiner’s Definition nodvandigtvis var
forsta definition?

Anta att en triangel ABC och en punkt Z &r givet. For en godtycklig linje som
passerar genom Z, lat A’ och B’ vara dess skdarningspunkter med BC och AC. D4
ar mangden skdrningspunkter mellan linjerna AA’ och BB’ ett kédgelsnitt som pas-
serar genom A, B och C, och tangenten till linjerna AZ och BZ.



Miéngden av kdgelsnitt genom fyra givna punkter kallas en Knippe
av Kigelsnitt.

Desargues Involutionssats. Lat ¢ vara en linje och lat F' vara en knippe av ka-
gelsnitt. For alla punkter p pa ¢ definierar vi ¢(p) som skdrningspunkten mellan
¢ och kégelsnittet pd F till p. Visa att ¢ dr en projektiv avbildning och notera att
@? &r identiteten.

(*) Kan du hitta en projektiv transformation mellan knippar av kagelsnitt
eller mellan knippar av kdgelsnitt och linjer? Kan du definiera dubbelkvoter pa
knippar av kédgelsnitt?

(*)Lat p vara en punkt, och lat F' vara en knippe av kédgelsnitt. Vad dr méang-
den polarlinjer till p med avseende pa alla kigelsnitt i F?
Lat ¢ vara en linje, vad &r poluppséttningen till / med avseende pa alla kidgelsnit-
teniF?
Lat H vara ortocentret i triangeln ABC, och 14t F vara knippet av kdgelsnitt ge-
nom H,A,B och C. Vilken &r poluppséttningen till linjen vid odndligheten med av
avseende pa nagot kdgelsnitt i F?

Homogena koordinater

Linjen med en punkt i odndligheten kallas den projektiva linjen och den beteck-
nas med P!. Det projektiva planet betecknas med P? och sd vidare. Observera att
vi har den reella projektiva linjen sdvél som den komplexa projektiva linjen (eller
over ndgon annat kropp). Vi vill kunna anvinda algebraiska metoder i projek-
tiv geometri, eftersom vi mdste ha ekvationer for linjer, kdgelsnitt och kubiska
kurvor och det dr ibland l4ttare att representera skdrningar med algebra. Vanliga
koordinater inkluderar emellertid inte punkten i odndligheten sa vi maste anvan-
da homogena koordinater.

For den projektiva linjen anvander vi koordinaterna (xg : x1). Visdger (xo:x1) =
(A -x0: A-xp) for ett godtyckligt tal A. Till exempel ersétter vi koordinaten 3 =
3 6
13 med den homogena koordinaten (3 : 1) = (6 : 2). Punkten vid odndligheten

1 1331
=5 har homogena koordinater (1:0) = (1331 :0). Detta ger koordinater

0
till oandligheten.

(Svart, kan hoppas 6ver) Lt (x:y) — (@1(x,y) : @1(x,y)) vara en projektiv av-
bildning av P! i homogena koordinater. Vilken form kan ¢; och ¢, anta?

Generalisera homogena koordinater till det projektiva planet. Du kan ocksa
forsoka generalisera det till n dimensioner och forsta varfor skdrningspunkten
mellan tva plan i P? r en linje.

Vad &r ekvationen for en linje i P med homogena koordinater? Vad &r ekvatio-
nen for ett kidgelsnitt? Hur manga skdarningar har en hyperbel, en parabel och en



ellips med linjen i odndligheten? Vad hander om vi tillater komplexa korsningar?
Hur manga punkter racker for att bestimma ett kdgelsnitt?

Kan en hyperbel avbildas pa en ellips under en affin transformation av det
reella planet? Vad sdgs om det komplexa planet? Vad sdgs om en parabel?

Problem i praktiken:

1. Lat ¢ : P(Q) — P(Q) vara en projektiv transformation som avbildar 1/2 pa
4/7,4/7pa 29/51 och 5/8 pa 173. Vad é&r bilden av 13/23?

2. Bestdm kagelsnittet genom foljande 5 punkter (—3:—2:1),(16:9:—6),(—3:
—3:1),(29:17: —11),(—28: —19: 10).

3. Bestam kédgelsnittet genom foljande 3 punkter (0:3:1),(—1:1:1),(=3:14:
6) som tangerar linjen 6xp —6x; +20x, =01 (3: —7: =3).

** Bezouts Sats
Visa att tvd kurvor av graden n respektive m har n-m skdrningar, nér vi raknar
komplexa skédrningar, skarningar vid odndligheten, och vi raknar skdrningar med
multiplicitet. Detta dr mycket svart, men forsok gora det ndr n = 1, och kanske
n=m = 2. Hur skulle du generalisera det till hogre dimensioner?
Obs! Nar tva skdrningspunkter konvergerar mot varandra blir kurvorna tangenta i denna punkt
och vi sédger att skdrningspunkten har multipliciteten 2. Hogre multipliciteter dr ocksa mdoijliga.

Du kan forsoka definiera multipliciteter noggrant genom att differentiera kurvorna.

Betrakta den homogena ekvationen for cirkeln i P2. Hitta tva punkter som alla
cirklar gdr igenom. Visa att ett kdgelsnitt dr en cirkel om den gar igenom dessa
tvd punkter. Dessa tva punkter kallas de cirkulira punkterna.

Var skiar tva koncentriska cirklar varandra?

Lat €1,%¢>,¢3 beteckna tre kédgelsnitt som alla tre skidr varandra i p; och p;.
Dessutom skir 47 och %, varandra i a; och a;. 65 och %3 skir varandra i b; och
by. €3 och € skar varandra i ¢ och c,. Visa att de tre linjerna ajaz,b1b2,c1ca skdr
varandra i en gemensam punkt.

(*) Hur manga frihetsgrader har en kubisk kurva? Med andra ord, hur manga

punkter behovs for att bestimma en kubisk kurva? (Forklarande ledtrdd: Titta pd
antalet koefficienter.)
Hur manga skdrningar har tva kubiska kurvor alltid? Néagot dr konstigt eller hur?
Ett viktigt resultat foljer av detta. Detta resultat ger ett mycket enkelt bevis pa
problem 7, Reims teorem, Pascals sats, Miquel-punkten och mdnga andra satser.
Kanske viktigast av allt, associativitet for gruppoperationen pa elliptiska kurvor.
Ja, det finns en gruppoperation pd punkterna av en elliptisk kurva. Om du vet
vad en grupp ar kan du forsoka hitta den.

(*) Lat f vara en fokuspunkt for ett kidgelsnitt 4. Visa att tangenterna till &
som dras fran f gar genom cirkuldra punkter vid odndligheten. Anvand detta
som definitionen av en fokuspunkt och visa att ett kdgelsnitt faktiskt har fyra
fokuspunkter.



(*) Ta ett geometriproblem fran en mattetdvling och forsok att flytta en av
punkterna i problemet till ndgon linje. Se hur de andra punkterna i problemet va-
rierar och vad de varierar pa for punktméangd. Ibland visar det sig att de varierar
pa ett kdgelsnitt. Vanligtvis kan du losa ett geometriproblem genom att definiera
tva olika punkter och visa att de sammanfaller. Om du kan visa att alla punkter i
din bild varierar projektivt till varandra rdcker det att visa problemet i 3 fall som
du viljer dig sjdlv eftersom en projektiv avbildning dr unikt definierad av bilden
av 3 punkter.

df,..f"‘*‘" .
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(**) Poncelets Porism Lat 4] och %> vara tva kégelsnitt. Vdlj en punkt p; pa
¢1. Rita en av tangenterna till 45 i p; och 1t den skéra 4 i ytterligare en punkt p,
skild fran p. Fortsatt att rita tangenter fran p; till 4 och definiera p;;| rekursivt.
Visa att om p, = p; for ett positivt heltal n, sd dr p, = p; for varje val av p; pad €.



Intressanta kurvor och ytor
Andragradsytor

L&t ¢1 och ¢, vara tva disjunkta linjer i P* (disjunkt: de skir inte varandra, och
de ligger inte pa samma plan). For tvd punkter p; € ¢; och , € /, rita linjen genom
p1 och ps. Visa att dessa linjer bildar en andragradsyta. Kan alla andragradsytor
bildas pd detta satt?

Givet tre disjunkta linjer i P?, bevisa att det finns en unik andragradsyta som
innehaller dessa tre rader.

L&t ¢1,¢5,03,04 vara fyra disjunkta linjer i P3. Hur manga linjer skar alla dessa
fyra linjer?

Veronese-kurvor

Hur kan en knippe av hyperytor definieras i P"? Genom att ta skarningspunkten
mellan n pennor av hyperplan som varierar projektivt far vi Veronese Kurvan. Vad
ar graden for Veronese-kurvan? Kan ndgon Veronese-kurva skickas till ndgon an-
nan Veronese-kurva genom nagon projektiv omvandling av P"?

Hur kan vi ha en projektiv avbildning mellan linjen P! och Veronese-kurvan i
P"? Vilken kurva far vi nér vi projicerar Veronese-kurvan fran P? till planet? Kan
du definiera en projektiv transformation mellan denna kurva och P!?

Projektiva problem

Algebra

Lat K vara en kropp. Betrakta ett (n + 1)-dimensionellt vektorrum
K"*!. Ta bort origo och (precis som med vanliga homogena koordinater) infor
en ekvivalensrelation pd vektorerna: tva vektorer dr ekvivalenta om och endast
om de éar kollineéra, dvs (ag,ay,...,a,) ~ (Aag,Aay,...,Aay).
Mingden med ekvivalensklasser kallas for det n-dimensionella projektiva
rummet 6ver kroppen K och betecknas KP". En ekvivalensklass, alltsa en punkt
i ett projektivt rum betecknas [ag : aj : -+ : ap).

En till definition av RP? (som kan generaliseras) ar att det &r mangden av alla
linjer i 3D som gdr igenom origo. Visa att denna definition dr ekvivalent med
definitionen ovan.

Topologi
Vi definierar inte saker strikt nedan.

Visa att CP! ar en sfir.



(a) En cirkel klipps ut fran det projektiva planet. Visa att man far ett Mobi-
usband. Med andra ord, visa att det projektiva planet kan klistras ihop utav
ett Mobiusband och en cirkel om man klistrar ihop langs med kanten (varje
har en cirkel som kant).

(b) Visa att man kan fa det projektiva planet om man tar en sfér och klistrar ihop
diametralt motstdende punkter.

(c) Visa att det projektiva planet d&ven kan fas genom att ta en cirkel och klistra
ihop diametralt motstdende punkter pa randen.

Kombinatorik

Hur manga punkter finns det i det n-dimensionella projektiva rummet over
kroppen Z,, (restklasser mod p dér p &r ett primtal)?

Hur kan spelet Dobble betraktas som ett projektivt plan?

Det finns " #####“%““" personer pa en skola. Varje dag dr det tre som ansva-
rar for att det ska vara trevlig staimning. Visa att man kan gora upp ett schema
Over ett antal dagar sd att varje par av personer pa skolan kommer ha exakt en
dag gemensam dd de ansvarar for den trevliga stimningen.

(a) 31 nya rare Magic-kort har sldppts. Vissa samlare har lyckas fa tag pd 6
nya kort. Kan det hdnda att varje par av kort finns hos exakt en samlare och
varje par av samlare finns exakt ett kort som bada har?

(b) P& en skola gar 121 gymnasieelever. Enligt skolans regler ska exakt 40 perso-
ner delta i en klubb. Visa att det &r mojligt att varje par av klubbar har exakt
13 gymnasieelever gemensamt.

Dualitet
Ett projektivt plan bestdr av en uppsittning linjer, en uppsittning
punkter och en relation mellan punkterna och linjerna:
1. Givet tva distinkta punkter finns det exakt en linje som gar igenom bada.
2. Givet tva distinkta linjer finns det exakt en punkt som hor till bada.

3. Det finns fyra punkter sa att ingen linje innehéller fler dn tvad av dem.

Jamfor denna definition med den tidigare definitionen.

(**) En méangd punkter dr givna i det euklidiska planet, som inte alla ligger pa

en linje. Visa att det finns en linje som gdr genom exakt tva punkter.
En méngd linjer dr givna i det euklidiska planet, sd att inga tva linjer &r paral-
lella och sa att inte alla linjer skdr varandra i en punkt. Visa att det finns en punkt



som ligger pd exakt 2 av de givna linjerna. Hur kan man bevisa denna uppgift
genom att anvdnda resultatet fran den tidigare uppgiften?

Ta nagon av de projektiva konfigurationerna vi kdnner till (till exempel Stei-
ners definition av ett kédgelsnitt) och byt linjer och punkter. Vad fdr man da?



5. Linjar algebra

Linearitet

(Lagrange interpolation)

(a) Konstruera ett polynom av grad n som antar vdrdet 0i punkterna x;,xz,...,x,
och vidrdet 1 i punkten xo.

(b) Konstruera ett polynom av grad hogst n som antar vdardena yo,y1,...,ys i
punkterna xo,xp, ..., Xx,.

(Kinesiska restsatsen) For parvis relativt prima m; och godtyckliga rester r; sa
finns det ett tal X sa att X =r; (mod m;).

(@) Det finns 17 lador. I en av lddorna ligger ett mynt, alla andra lador &r
tomma. Man far vilja 11 av lddorna, vilka man vill, och ldgga till ett mynt
i var och en av dem. Visa att man kan fa lddorna att innehélla lika manga
mynt genom att anvidnda sddana operationer.

(b) Det finns 17 lddor. I ndgra av lddorna ligger det ett antal mynt. Man far
vélja 11 av ladorna, vilka man vill, och ldgga till ett mynt i var och en av
dem. Visa att man kan fd lddorna att innehalla lika mdnga mynt genom att
anvinda sddana operationer.

(@) En etta och p—1 nollor &r placerade runt en cirkel. Under ett drag sa drar
man bort talets vdnstra granne fran varje tal i cirkeln. Visa att efter ndgra
drag sa kommer alla talen att bli delbara med p.

(b) p heltal &dr placerade runt en cirkel (p &r ett primtal). Under ett drag sd drar
man bort talets vanstra granne fran varje tal i cirkeln. Visa att efter nagra
drag sd kommer alla talen att bli delbara med p.

(c) pheltal dr placerade runt en cirkel (p dr ett primtal). Under ett drag sa véljer
man ett tal k£ och drar bort talets granne nummer k fran vinster fran varje tal
i cirkeln. Visa att efter ndgra drag sa kommer alla talen att bli delbara med

P-
Runt en cirkel stdr 128 heltal. Pa ett drag ersitts alla talen (samtidigt) med

summan av dessa tva grannar. Visa att alla talen kommer att bli jimna efter nagra
drag.

I varje ruta pa en 100 x 100-tabell star det antingen ett + eller ett —. Pa ett drag
far man invertera tecknen i en hel rad och en hel kolumn. Kan man fa alla mojliga
uppséttningar med tecken om man alla rutorna innehéller plus fran borjan?



I en 4 x 4-tabell pdgdr “Game of Life” enligt foljande regler. Varje ruta &r an-
tingen dod eller levande fran borjan. I varje iteration uppdateras det: om en ruta
hade ett udda antal levande grannar (med angrdnsande sida), s4 kommer den att
leva, annars dor den. Bestim den storsta perioden for alla mojliga startldgen.

Ekvationssystem

Pa bilden nedan dr en rektangel som &r indelad i kvadrater. Man vet att den

minsta kvadratens har en sida som dr 3 mm lang. Bestim storlekarna pd de 6vriga
kvadraterna.

Ett linjart ekvationssystem (LES) sdgs att vara pa trappstegsform om

lbllxl—l—...-“—i—blnxn =d
byxir+ ...+ byx, =ds
byxj+...---+b3x, =dj

den &r skriven pa formen:
brsxs+ -+ +bmxn, = d;

0= dr+l

0=dy
\

dar by1,bok, b3y, . .., by # 0 dr konstanter, 1 <k <l <---<s,ochxi,x,...,x, ar
variabler.

Hur loser man ett LES pa trappstegsform? Hur manga l6sningar (dvs uppsatt-
ningar {x1,x2,...,x,} som uppfyller alla ekvationerna) kan det ha?

Tva LES som har samma uppsattning variabler kallas for ekvivalenta
om de har samma losningsmangd.



Betrakta foljande elementdra operationer som man kan goéra med
LES:

EO1 Till en av ekvationerna addera en annan ekvation multiplicerat med ett
tal.

EO2 Multiplicera en ekvation med ett nollskilt tal.

EO3 Byt plats pa tva av ekvationsraderna.

Om ett LES fas av ett annat LES genom EO1-3, s &r dessa LES ekvivalenta.

Sats (Gauss metod). Genom att anvianda EO1-3 sd kan ett LES fas pa trapp-
stegsform.

(a) Vilka mojliga antal 16sningar kan ett LES ha ?
(b) Vilka antal 16sningar kan ett LES som har fler variabler dn ekvationer ha?

(c) Hur médnga (EO-)operationer (linjart, kvadratiskt, exponentiellt antal) krdvs
for att garanterat fa ett n x n LES att vara pa trappstegsform?

Ett homogent LES (HLES) &r ett LES dar alla konstanta termer &r lika
med noll.

Sats. Ett HLES dar det finns fler variabler dn ekvationer har en nollskild 16s-
ning.

Sats (Fredholms alternativ). Lat ett LES ha lika mdnga ekvationer som variab-
ler. Da géller ett av foljande fall:

(1) Detta LES har exakt en 16sning for varje uppsattning av konstanta termer.

(2) Det tinns uppsittningar av konstanta termer da LES:et inte har nagon 16s-
ning och det finns uppsattningar av konstanta termer da LES:et har oandligt
manga losningar.

En omformulering. Om ett ekvationssystem med n variabler och n ekvationer har
exakt en 16sning for ndgon uppsittning av konstanta termer, s kommer den att
ha exakt en 16sning for varje uppsittning av konstanta termer.

Sats. Om ett LES med rationella koefficienter och dito konstanta termer har
exakt en (reell) 16sning, sa dr denna l6sning dven rationell.

Sats. Om ett LES med heltalskoefficienter och dito konstanta termer har nagon
(reell) 16sning, sa har den dven en rationell 16sning.

Ett LES reduceras till trappstegsform pa flera olika siatt. Kommer antalet fria
variabler alltid vara samma?



—2x14+3x+4x3 =1
%xl — X3 = 1
X1+ —2x3 =17

Skriv ner en generell 16sning for det givna LES:et.

Det finns ett 5 x 5 HLES utan koefficienter i vansterleden. Tva personer turas
om att skriva in de saknade koefficienterna. Visa att forsta spelaren kan garantera
att systemet har en nollskild 16sning nér det &r fardigt.

Diskreta virmeledningsekvationen.

(a) Ivarje ruta pa yttersta randen av en rutig rektangel stér ett tal. Visa att man
kan skriva in tal i alla de inre rutorna sa att varje tal i en inre ruta blir lika
med medelvérdet av sina grannar (varje ruta har som mest 4 grannar). Visa
dven att detta gar att gora pa endast ett sitt.

(b) Tolka problemet fysikaliskt. Varfor blir fysiklosningen “fel”?
(c) Losa problemet om rutorna har 8 grannar.

(d) Generalisera problemet for icke-rektanguldra rutiga figurer med ”“hal” och
aven figurer i tre dimensioner.

(e) Formulera och 16s problemet for en godtycklig sammanhédngande graf.

Det finns 10 bananer som véger lika mycket och en balansvdg utan vikter.
Visa att man inte kan bevisa att bananerna vager lika mycket pa farre dn 9 vag-
ningar. Bananernas vikter dr: (a) reella tal (b) positiva tal (c) positiva heltal.

Det finns 101 kor. Om man utesluter en valfri kossa, s kan alla de resterande
delas upp i tva flockar som har samma storlek och samma sammanlagda vikt.
Visa att alla kossorna vager lika mycket ifall deras vikter ar:

(a) heltal (b) rationella tal (c) reella tal (d) komplexa tal.

Ferdinand har 10 dpplen, varje dpple viger ett reellt positivt antal gram. Han
gjorde ndgra vagningar med dem pa en balansvag och fick likhet varje gang. Visa
att Ferdinand kan skriva ett pris pd varje dpple i positivt heltal kronor sa att varje
viagning som skedde hade dven lika sammanlagda pris pa de tva skdlarna.

I'enregelbunden 17-hérning har nagra diagonaler dragits. De skér inte varand-
ra, inte ens i hdrnen. Sedan satte man ut riktningar pa dessa diagonaler. Visa att

summan av vektorerna man skapat inte &r lika med 0.

Pa strackan [0, 1] har man markerat &ndpunkterna samt ett antal inre punkter.
Varje inre markerad punkt visade sig ligga exakt i mitten pd en strdcka vars dndar
ocksd dr markerade. Visa att alla de markerade punkterna ar rationella.



Linjéra rum

Lat K vara en kropp (dess element kallar vi for tal eller skaldrer), och V en mangd
(dess element kallar vi for vektorer). Lat multiplikationen mellan skaldrer och
vektorer vara definierad, liksom addition av vektorer (i bada fallen far vi en vek-
tor som resultat).

V ar ett linjirt rum (eller ett vektorrum) dver K, om foljande villkor ar
uppfyllda: additionen dr associativ och kommutativ, det finns en noll-vektor,
for varje vektor finns det en motsatt vektor och foljande géller for multiplika-
tionen mellan vektorer och tal

1. a(Bv) = (af)v.

2. (a+B)v=ov+pv.
3. ax(v+w)=av+ow.
4. 1-v=v.

Exempel

1. Méangden av vektorer i ett plan eller ett rum.
Mingden av polynom av grad hogst n.
Miéngden av 16sningar till ett HLES.

Tal pa formen a+b+/2 dér a,b € Q &r ett linjart rum 6ver Q.

S

Mingden av listor av langd n som bestar av 0:or och 1:or och 1 +1 =0.

En linjir kombination av vektorer vi,vy, ..., v dr en summa pa formen
apvy + vy + - - -+ oy vy dér o ar tal.

En uppsittning vektorer vy,v,,..., v kallas for linjirt oberoende om
dess linjdra kombination dr lika med nollvektorn om och endast om alla koeffi-
cienterna o; ar lika med noll.

En uppsittning med vektorer &r linjart oberoende om och endast om ingen av
vektorna i uppséattningen kan uttryckas som en linjar kombination av de 6vriga.

En uppséttning med vektorer vy, va, ..., v spinner upp det linjara rum-
met om varje vektor i rummet kan uttryckas som en linjar kombination av vek-
torerna i uppsittningen.



Varje deluppsattning av en linjart oberoende uppsittning ar ocksé linjart oberoende.
Varje utdkning av en uppséttning som &dr uppspannande dr ocksd uppspannande.

En uppséattning med vektorer kallas for en bas om den é&r linjart obe-
roende och uppspdnnande.

En uppsittning med vektorer vy, v2,..., vy kommer vara en bas om och endast
om for varje vektor v sd finns det exakt en uppsédttning med tal oy, 0, ..., 0 sddan
attv=oqvi + vy +---+ oy vg.

Om man ta bort en vektor frdn ett uppspdnnande system som kan uttryckas
med hjélp av de andra vektorerna, sa kommer systemet att f6rbli uppspannande.

Fran varje dndligt uppspdnnande system sa kan man ta bort ndgra (eventuellt
noll) vektorer sa att de vektorna som aterstar bildar en bas.

Om man till en linjart oberoende uppsiattning lagger till en vektor som inte kan
uttryckas som en linjair kombination av vektorerna i uppsittningen sa kommer
uppséttningen att forbli linjart oberoende.

Om ett rum har en dndlig uppspdannande uppsittning, s gar det att utoka
varje linjart oberoende uppséttning till en bas.

Egentligen behovs inte existensen av en dndlig uppspdnnande uppséttning, men
livet blir enklare om det gor.

I varje linjart oberoende uppsittning finns det som mest sd manga vektorer
som i en godtycklig uppspannande uppsittning.

Dimensionen for ett linjart rum V &r antalet vektorer i dess bas (om
detta &r ett dndligt tal). Det betecknas dimV'.

Bevisa att definitionen dr véldefinierad, det vill sdga att
(a) tva valfria baser for samma rum innehéller alltid samma antal vektorer.

(b) om dimV = n sa utgor varje linjart oberoende uppsattning av n vektorer en
bas.

(c) om dimV = n s utgodr varje uppspannande uppsittning av n vektorer en bas.

(d) om dimV = n sd innehdller varje linjart oberoende uppsattning som mest n
vektorer.

(e) om dimV = n sd innehdller varje uppspdannande uppsittning som minst n
vektorer.



Problem

P& Mattekollo finns 20 deltagare. David vet hur ldnga alla &r och har sparat
det i en hemlig fil pa sin dator. Valentina vill ta reda pa allas langder. For detta
kan hon sdga talen oy, 0, ..., 09 (alla talen mdste vara positiva) och dd kommer
David att berédtta resultatet a;vi + opvy + -+ + Qpgvoo fOr henne dér vy, ..., vy ar
deltagarnas langder (reella tal).

(a) David gar bara med pa att svara pad 19 sadana hér fragor. Visa att Valentina
inte alltid kan bestimma hur ldnga alla &r.

(b) Valentina &r besviken, men hon vill dtminstone ta reda pa hur lang Neo ér.
Hur mdnga fragor av typen ovan behover hon stélla?

(c) Valentina far en ny chans av David ndsta dag och da far hon stilla 21 fragor.
Visa att resultatet av en av frdgorna kan man forutspa om man kan svaren
pa alla de dvriga fragorna.

(@) En graf ar given. Betrakta alla farglaggningar dér kanterna fargas i rott
eller blatt sidana att varje nod har ett jimnt antal roda kanter ifran sig. Visa
att antalet sddana farglaggningar dr en tvdpotens.

(b) Betrakta farglaggningar som i forra deluppgiften dér det fran varje nod ut-
gdr antal roda kanter av en fix paritet. Visa att antalet sddana farglaggningar
ar en tvapotens eller sa finns det inga alls.

Det finns 8 flaskor med vin, varje flaska innehdller en egen vinsort. Varje
flaska dr full till &tminstone 90%. Det gér bra att hilla 6ver vin mellan flaskorna,
men man fdr aldrig hélla ut vin. Varje gang man héller 6ver vin sd blandas det
nya vinet eller den nya vinbladningen homogent. Gar det att fa tvd av flaskorna
att innehdlla exakt samma vinblandning?

I varje ruta pd ett schackbrdade skriver man in ett reellt tal. P4 ett drag ar
det tillatet att lagga till o till varje tal i en 3 x 3 eller en 4 x 4-kvadrat (o kan
variera mellan dragen). Gar det att {4 alla mojliga uppséattningar med reella tal pa
schackbrddet med hjilp av dessa operationer?

I en klass gér k tjejer och n > k killar. Ndgra av killarna tycker om ndgra av
tjejerna. Visa att det finns en icke-tom méangd med killar sa att varje tjej i klassen
gillas av ett jamnt antal killar frdn den mangden.

Lat Ay, Ay, ..., Apy1 vara icke-tomma delmingder utav en midngd med n
element. Visa att man kan vilja tva disjunkta icke-tomma méngder med index

{i1,...,ixy och {j1,...,j¢}, sa att

AiIUAiZU"'UAik:AjlUAjQU"'UAjg-



6. Grafteori

Grafteori

En graf bestar av en uppsittning noder, och en uppsittning kanter som ansluter
noderna till varandra. Har dr tva exempel:
5

2 3

I det forsta exemplet finns fem noder numrerade med 1, 2, 3,4 och 5, och fem kan-
ter som gar mellan noderna (1,2), (2,5), (5,3), (3,4) respektive (4,5). Just denna
graf dr vad vi kallar for enkel. En enkel graf har inga kanter som gar fran en nod
till sig sjdlv, och som mest en kant mellan varje par av noder. Den hogra grafen ar
daremot inte enkel. Kanter som i en icke-enkel graf gar fran en nod till sig sjalv
kallas for loopar eller 6glor. Om inget annat star angivet kommer vi alltid jobba
med enkla grafer.

En graf kan ha odndligt mdnga noder, men om inget annat star angivet sa kom-
mer vi arbeta med dndliga grafer har.

Antalet kanter som dr kopplade till en nod kallas f6r nodens grad. I det forsta
exemplet ovan sa har noderna 1, 2, 3, 4 och 5 graderna 1, 2, 2, 2 respektive 3.

Om det gdr att ta sig mellan vilka par av noder som helst genom att ga langs
kanter i en graf sd sdger vi att den 4r sammanhdngande. Vi kan dela in en graf i
ett antal komponenter, dér tva noder ingdr i samma komponent om man kan ga
mellan dem ldngs kanter i grafen. En komponent &r alltsd en sammanhéngande
del av en graf. Bdda exemplen ovan har en komponent, eftersom de dr samman-
hingande. Daremot har den vénstra grafen nedan tre komponenter bestdende av
noderna ACE, BDGH respektive F.



En vdg mellan tva noder a och b i en graf dr en sekvens av noder som borjar med
a och slutar med b, och dér intilliggande noder i sekvensen dr kopplade med en
kant. Till exempel & BDHG en vég i grafen ovan. Om en vég borjar och slutar i
samma nod (och passerar minst en annan nod) kallas det f6r en cykel, till exem-
pel cykeln AECA i grafen ovan. En graf som saknar cykler kallas for acyklisk. Vi
kommer ocksa bendmna en graf som bara dr en enda cykel som en cykel(-graf),
till exempel grafen till hoger ovan.

Om alla noder i en graf har samma grad sédger vi att den dr regelbunden. Till
exempel dr grafen till hoger ovan regelbunden, eftersom alla noder har grad 2.

En viktig podng dr att en graf dr oberoende av hur vi ritar den samt hur vi namn-
ger vdra noder. Den beror bara pa antalet noder samt hur de &r sammankopplade.
Tva grafer som bara skiljer sig pa hur vi namngett noderna kallas for isomorfa.
Till exempel &r foljande tva grafer isomorfa:

Hur manga noder respektive kanter har foljande graf? Vad har de olika noder-
na for grad?

Er e

En polyeder kan betraktas som en graf, dar hornen utgor noder och kanterna
utgor kanter. Rita grafen for en (a) tetraeder (b) kub (c) ikosaeder. Hur borde
motsvarande graf for en fyrdimensionell kub se ut?

Vilka av foljande grafer ar isomorfa?
(A) (B) () (D)
(E) ; (F) ’5 . Q) 2 (F) E



Placera siffrorna 1 till 8 i ringarna nedan sd att siffrorna i noder som &r kopp-
lade med en kant skiljer sig med minst 2.

Finns det en graf sd att summan av alla noders grader &dr 2019?

Hitta en regelbunden graf med 8 noder, dir varje nod har grad 3. Finns det en
sadan graf med 9 noder?

En graf som dr sammanhdngande och saknar cykler kallas for ett trad (se ex-
empel nedan).

(a) Visa att om vi tar bort en kant i ett trdd sd ar grafen inte langre samman-
hangande.

(b) Visa att om vi lagger till en kant i ett trdd sa bildas en cykel.

(c) En nod som har grad ett i ett trdd kallas for ett 16v. Varfor maste varje trad
med minst tvd noder innehadlla ett 16v?

(d) Visa att antalet kanter i ett trad med n noder arn— 1.

an

En sekvens med tal d; < d, < ... <d, dr given. Visa att det finns ett trad vars
noder har grader exakt dy,d, ...,d, om och endast om alla d; > 1 ochd; +dy+ ... +
d, =2n-2.

En komplett graf med n noder ar en graf dér alla par av noder d4r samman-
kopplade med exakt en kant.

(a) Hur manga kanter finns i en komplett graf?

(b) Hur manga kanter kan en graf med n noder ha som mest, utan att vara
sammanhadngande?

Komplementet till en enkel graf G &r en graf G’ med samma uppsittning
noder, men dér det finns en kant mellan ett par av noder om och endast om det
inte finns en kant i G. Existerar det en osammanh&dngande graf vars komplement
dr osammanhangande?

Tio personer triffas pa ett seminarium om grafteori. Efterdt visar det sig att
varje person skakade hand med precis fem andra personer. Ar det mojligt att
grafen 4r osammanhéangande?



En myra kryper pa en dodekaeders kanter och den vander aldrig om. Myran-
slutar i samma punkt som den borjar. Det visar sig att rutten gar igenom varje-
kant exakt tva ganger. Visa att myran passerar ndgon kant i samma riktning bada
gangerna.

Givet dr en enkel graf G. Lat f(v) vara det storsta antalet noder man kan vilja
som dr grannar till v, men sd att inga av dem &r grannar med varandra. Visa att
FO1)+F02)+ ot fn) < 12/2.

2n personer ska sitta runt ett bord. Vi vet att varje person har som mest n — 1
tiender, och att tva fiender under inga omstandigheter far sitta bredvid varandra.
Ar detta krav alltid mojligt att uppfylla? (Om A &r B:s fiende s& dr B ocksd A:s
fiende.)

I en liten stad visar det sig att varje par av personer har exakt en gemensam
véan. Visa att det maste finnas en person - politikern - som kénner alla andra i stan.

Graffarglaggningar
Los foljande sudoku.

1

Ett antal linjer dr dragna i planet. Visa att:

(a) omrddena som linjerna delar in planet i kan farglaggas med tva farger sa att
inga tva angransande ytor har samma firg.

(b) om inga tre linjer skdr varandra i en punkt sa kan vi farga skdrningspunk-
terna i tre farger sa att inga tva punkter som ligger intill varandra pd samma
linje har samma farg.

Vi definierar det kromatiska talet for en graf som det minsta talet
k sadant att grafens noder kan farglaggas med k farger utan att ndgra angran-
sande noder har samma farg. Det kromatiska talet hos grafen G betecknas med

2(G).



Bestdm det kromatiska talet till foljande grafer:

Vad dr det kromatisk talet hos
(a) en komplett graf med n noder?
(b) en cykelgraf med n noder?
(c) ett trad med n noder?
En bipartit graf ar en graf med kromatiskt tal 2. Visa att en graf &r bipartit om

och endast om den inte innehaller en udda cykel.

Visa att om alla noder i en graf har gradtal som mest d sa dr det kromatiska
talet som mest d 4+ 1. Visa att om en av noderna tas bort sa blir det kromatiska
talet som mest d.

En graf G definieras pa foljande sdtt: som noder viljer vi alla heltal mellan
1 och 100, och tva noder a och b har en kant mellan sig om deras summa ér ett
primtal. Bestam x(G).

I ett odndligt rutnét betraktas tvd rutor som grannar om de har manhattanav-
stdnd exakt tva. Vilket dr det kromatiska talet for grafen som bildas?

Du har fatt i uppgift att anstélla vakter som ska vakta ett museum. Givetvis
vill du inte anvdnda sa manga vakter som mgjligt. Om museet dr en polygon med

n horn och sidor som inte skdr varandra, visa att det racker att anstalla ng vakter.

En odndlig graf definieras pa foljande sétt: som noder viljer vi punkter i
planet, och en kant gar mellan tvad punkter om de dr pd avstdnd ett. Visa att grafen
har kromatiskt tal minst fyra och max sju.

Konstruera en odndlig graf vars kromatiska tal &r oo, men dér alla noders
gradtal ar dandliga.

Visa att for en graf G med n noder och dess komplement G’ sé giller att
(@) 2(G)+x(G") <n+1
(b) x(G)x(G") = n

En (n,k)-Knesergraf defineras pa fojande sitt: Lat noderna vara alla delméng-
der till {1,2,...,n} med k element, dédr en kant gir mellan tva noder om de ar
disjunkta. Visa att det kromatiska talet for en Knesergraf dr som mest n — 2k +2.



(Brook’s sats) Visa att om en graf G dér alla noder har grad som mest d inte
kan fargas med d farger sd dr den antingen komplett eller en udda cykel. (Ledtrad:
anvand uppgift 6 som startpunkt!)

Lat P;(t) vara antalet sétt att fargldgga grafen G med ¢ farger. Visa att Ps(r) ar
ett polynom i . (P;(r) kallas for det kromatiska polynomet.)

Planéra grafer

En plandr graf dr en graf som kan ritas pd papper utan att nagra
kanter skdr varandra. I en plandr graf sa kommer kanterna ringa in avgransade
omraden, sa kallade ytor.

Rita grafen till en
(a) tetraeder
(b) kub
(c) ikosaeder

utan att ndgra kanter korsar varandra. Hur manga noder, kanter och ytor far du?
Forklara varfor grafen till alla polyedrar ar planéra.

(Eulers formel) I en sammanhdngande planér graf sd arv—e+ f =2,
dr v dr antalet noder, e dr antalet kanter och f dr antalet ytor (eller omrdden).
Notera att d&ven den odndliga ytan som omger hela grafen rdknas som en yta.
En viktig poang &r att de flesta plandra grafer kan ritas pa flera olika sétt, ef-
tersom en graf inte har nagot att gora med hur vi ritar den, och vilka ytor vi far
varierar. Eulers formel géiller dock for alla mojliga sétt att rita en plandr graf sd
lange inga kanter korsar varandra.

Visa att v — e+ f inte dndras ndr man ldgger till en kant i en planér graf. Bevisa
med hjédlp av denna observation, eller pd ndgot annat sétt, Eulers formel.

I ett land finns det 2020 stdder, som d&r sammankopplade med vdgar som inte
korsar varandra.

(a) Védgarna avgransar ett antal omrdden. Hur mdnga sdidana omraden kan det
finnas som mest?

(b) Hur manga kanter kan det finnas som mest, i grafen som bildas?

Visa att 3v — 6 > e i en plandr graf med minst 3 noder.
Visa att en komplett graf med fem noder inte dr planar.

Tre hus behover bade vatten-, strom- och varmeledningar kopplade till sig,
och de ska dras fran vatten-, el- respektive varmeverket. For att kunna méta hur
mycket var och en anvidnder sd gar inte distributérerna med pa att dra nagra



ledningar till ett hus genom ett annat. Man far inte heller dra en vattenledning
genom varmeverket eller ndgon ledning genom ett verk som den inte tillhor - det
hade ju varit absurt! Dessutom fdr inga ledningar korsa varandra, eftersom det
skulle leda till enorm forvirring.

(a) Gér detta att genomfora?

(b) Gér det att genomfora om husen ligger pa en donut?

Ar foljande graf planar?

I en komplett graf med 11 noder dr vissa kanter fargade roda och andra blaa.
Visa att om man tar bort antingen de roda eller de blda kanterna sd kommer man
lamnas med en icke-planér graf.

Visa att det bara finns fem platonska kroppar.

En vdg som gar genom varje kant i en graf exakt en gdng kallas for
en Eulervdg. Om végen dessutom borjar och slutar pd samma stélle sd kallas
det for en Eulercykel.

Visa att om en sammanhéangande graf har en nod av udda grad sa finns ingen
Eulercykel. Géller det omvént att om en sammanhangande graf bara har noder
av jamn grad, sa finns det en eulercykel?

Visa att om en planér graf har en Eulercykel sa kan dess ytor firgas med tva
farger, utan att ndgra intilliggande ytor har samma farg.

Femfargssatsen

Farglage foljande bilder med sa fa farger som mgjligt, sd att inga tvd angran-
sande ytor har samma farg.

5
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Forklara hur kartorna ovan kan betraktas som plandra grafer.

Den duala grafen till en plandr graf fds genom att betrakta ytorna
som noder, och koppla ihop ytor som angransar till varandra med en kant. No-
tera att den duala grafen till en given graf inte dr unikt bestdmd utan beror pa

hur vi ritar grafen.

Forklara varfor dualen till en plandr graf ocksd dr plandr. Hur forhaller sig
antalet noder, kanter och ytor mellan de tva graferna? Bekrifta att Eulers formel
gdller d&ven i den duala grafen till en sammanhdngande graf.

Hitta ett exempel pa en plandr graf som har olika dual beroende pa hur man
ritar den?

Forra gdngen visade vi att 3v— 6 > e i en planir graf, dar v dr antalet noder och
e ar antalet kanter. Anvand detta for att visa att det i en planér graf finns en nod

som har grad max 5.

Visa att alla plandra grafer kan farglaggas med max 6 farger, utan att ndgra
intilliggande noder har samma farg. Varfor innebér detta att alla kartor kan fargas

med sex farger?

Visa att det rdcker med fem farger i problemet ovan.

(Fyrfargssatsen) Fyrfargssatsen sdger att alla plandra grafer kan farg-
laggas med fyra farger utan att ndgra angransande noder har samma farg. Sat-
sen framlades 1852 av Francis Guthrie, men ingen lyckades bevisa den forran
1976, d& Kenneth Appel och Wolfgang Haken reducerade det till andligt manga
fall som kunde kontrolleras med en dator. Under ldng tid var det omdebatterat
om beviset skulle accepteras eller inte, ingen madnniska kunde kontrollera de
nastan 2000 fallen som dterstod. Men idag &r de flesta 6verens om att satsen ar

bevisad.

Extraproblem

Givet en sammanhdngande graf definierar vi ett uppspannande trad
till grafen som ett trdd som innehaller alla noder i grafen och en delméngd av

kanterna.

I den hér uppgiften far du bevisa Eulers formel pd ett annat satt. Givet dr en
plandr sammanhédngande graf G. Lat T vara kanterna i ett uppspannande trad till
G, vilket som helst, och 14t 7’ vara kanterna som inte ingari 7.

(a) Visa att T’ utgor kanterna i ett uppspdnnande trad till den duala grafen till
G.

(b) Visa Eulers formel med hjdlp av (a).



Vi vill farga kanterna i en graf sd att inga tva som ar kopplade till samma nod
har samma firg. Lat d vara det storsta gradtalet i grafen.

(a) Visa att vi behover minst d farger.

(b) (Vizings sats) Visa att det rdcker med d + 1 farger.



7. Fysik

Fysik i probleml&sning - Olikheter genom kortslutning

I en elektrisk krets méter vi typiskt tre saker:

1. Strom, som vi betecknar med 1. Detta dr ett matt pd antalet elektroner som
passerar per sekund.

2. Spanning, som vi betecknar med U. Det &dr spanningen som driver elektro-
nerna framat. Ska man vara exakt sa dr det ett matt pa skillnaden i elektrisk
potentiell energi mellan tva punkter. Som vi kommer se i nésta avsnitt sa
hor skillnad i potential alltid ihop med en kraft. I detta fall &r det just den
kraft som driver elektronerna.

3. Resistans, som vi betecknar med R. Detta dr en matt pd hur mycket elektro-
nerna bromsas av komponenterna i kretsen.

Om man Okar spanningen s kommer strommen typiskt 6ka. Detta borde inte
vara sa forvdnande. Men vad som &dr mindre uppenbart dr att i en given krets sa
ar forhdllandet faktiskt linjart for smd spanningar, ett resultat som dr mer kant
som Ohms lag. Ohms lag sdger att U = RI i en elektrisk krets. Resistansen &r allt-
sd proportionalitetskonstanten i sambandet mellan spanning och strom i en krets.

Utover Ohms lag sd behdver man kénna till ytterligare tva saker:

1. Om en strom delar upp sig i en nod sa kommer summan av strémmarna
som gdr in vara lika med summan av strommarna som gar ut. Detta bor-
de inte heller vara sd forvdnande, eftersom strommen var ett matt pd hur
manga elektroner som passerar per sekund, och vi kan ju inte fa trafikstock-
ning nagonstans! I bilden nedan &r alltsa I = I; + L.

1

12

2. Summan av skillnaderna i spdnning i en krets dr lika med den totala span-
ningen. Detta borde inte heller vara sa forvanande, eftersom spanning ju
var skillnaden i potentiell energi mellan tva punkter. I bilden nedan &r alltsa
U=U;+U.
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Slutligen kommer vi anvdnda att om man ldgger till mer ledningstrad i en krets
sd kan resistansen inte oka.

Anviand lagarna ovan for att visa att om tva elektriska motstand kopplas som
pa bilderna nedan, s uppfyller ersittningsresistensen R foljande samband:

(@) R=R +R;

1 1 1
b) - — — 4 —
()R 1+R2

(Ersdttningsresistensen i en krets ges av T dér U ar den totala spanningen och /

ar den totala strommen. Denna kommer vara konstant och oberoende av hur stor
spanning vi lagger over kretsen enligt Ohms lag).

(b) R_1
(a) R 1 R 2 4[537
[ ] L —
R 2

Bestdm ersdttningsresistansen i kretsen nedan.

| IS I I |

Visa genom att lagga till en lamplig ledningstrad i foljande kopplingsschema
a+b 2ab

att

Visa att

1 1 1 1
abtera ot

: a) + ,
Forsok visa att — T genom att betrakta ett lamp-

An

ligt kopplingsschema.



Fysik i problemliésning - Minimum genom mekanik

Enligt Newtons andra lag sa uppfyller kraften pé ett objekt sambandet F = ma,
dér F &r kraften, m dr massan och a dr accelerationen. Detta betyder att om ett
objekt, eller flera objekt, befinner sig i vila s& maste alla krafter som verkar pa
dem ta ut varandra. Den resulterande kraften mdste vara 0.

Men det visar sig ocksa att manga fysikaliska system uppfyller ett speciellt krav,
namligen att den mekaniska energin dr bevarad. Vi introducerar en sa kallad po-
tentiell energi som beror pa objektens position, och rorelseenergin som ges av

mv2

—— ddr m dr massan och v ar hastigheten. Man kan visa att bevarandet av me-

kanisk energi foljer fran Newtons lag om vi véljer att den potentiella energin ska
vara minus derivatan av kraften med avseende pd position, givet att kraftfiltet
ar vad vi kallar for konservativt. Vad som kommer forst kan man sédkert debat-
tera, men det viktiga for oss dr konsekvensen av detta, nimligen att nadgot bara
kan befinna sig i vila om den potentiella energin &r i en minimi- eller maximi-
punkt! Annars kommer inte kraften, som alltsd dr derivatan av den potentiella
energin, vara noll. Det &r till och med béttre &n sd, om den potentiella energin
ar i en maximipunkt sd kommer kraften vara riktad bort frdn denna punkt vid
minsta forandring. Med andra ord sa kommer vildigt manga fysikaliska system
automatiskt minimera en potentiella energin, eftersom kraften alltid ar riktad i
riktning mot minskande potentiell energi.

Detta kan vi utnyttja. Om vi vill 16sa ett visst matematiskt problem om att mini-
mera ndgot, sd dr det enda vi behover gora att komma pa ett fysikaliskt system
som har funktionen som vi vill minimera som potentiell energi, och sen lata fysi-
ken gora jobbet!

Det kommer vara anvandbart att kdnna till ndgra typiska fysikaliska system och
deras potentiella energier samt motsvarande krafter:
e . ke )
- En vanlig fjader har potentiell energi — dér k ar en konstant och x ar
fjaderns forlangning. Kraften fran fjadern kommer vara minus derivatan av
detta, alltsd —kx.

- En konstantspanningsfjader har potentiell energi kx, dér k dr en konstant
och x ar fjaderns forlangning. Kraften fran fjaidern kommer vara minus deri-
vatan av detta, alltsa —«.

- I ett homogent gravitationsfilt (som pa jorden nér vi dr ndra jordytan) sa
har ett objekt pa hojd i den potentiella energin mgh, ddr m dr massan hos ob-
jektet och g ar tyngdaccelerationen. Kraften som verkar pa objektet kommer
vara minus derivatan av detta, alltsd —mg.

Notera att minustecknen i krafterna ovan ska tolkas som att riktningen pa kraf-



ten dr i riktningen som den potentiella energin minskar i. Det &r ocksa viktigt att
tanka pa att krafter har bade en storlek och en riktning, sa vi maste addera dem
som vektorer.

Givet dr en triangel ABC och en punkt P i triangeln.

(a) Visa att om summan AP + BP 4+ CP ar minimal sa ar vinklarna APB, BPC och
CPA alla lika stora.

(b) Visa att om summan v/2AP + BP + CP &r minimal s4 ar vinkeln BPC ir rit.

Givet dr en triangel ABC och en punkt P i triangeln. Visa att AP? + BP? + CP?
dr minimalt ndr P dr skdrningen mellan medianerna.

Givet tvd punkter Fj och F, sd definierar vi en ellips med fokuspunk-
ter F; och F> som alla punkter P sddana att PF; + PF> = k, ddr k d&r ndgon kon-
stant.

Placera en ellips pa ett bord och borra tvd hal i fokuspunkterna. Hang vikter
med massor m i rep som sldpps genom vardera hal, och knyt fast de 6vre d&ndarna
pd repen i varandra och i ellipsen, sa att knuten kan rora sig fritt och utan friktion
runt ellipsen.

(a) Visa att den potentiella energin hos systemet dr oberoende av vilken punkt
vi véljer pa ellipsen. Dra slutsatsen att systemet befinner sig i jamvikt.

(b) Visa att vinklarna mellan tangenten i punkten pa ellipsen déar repen sitter
och de tva repen ér lika.

(c) Vad sdger resultatet i uppgift (b) om vad som hdnder om vi skickar en ljus-
strdle frdn en fokuspunkt i en ellips och ldter den reflekteras pa insidan av
ellipsen?

Tva linjer ¢ och ¢, som mots i punkten P dr givna, och dessa avgriansar en
sektor av planet med spetsig vinkel. I denna sektor finns en cirkel ®. Visa att om
X ar punkten pad @ som minimerar summan av avstanden till de tva linjerna /;
och ¢, s &r tangenten till cirkeln @ i punkten X vinkelrdat mot bisektrisen till ¢,
och ¢,.

Visa att om en ellips &r inskriven i en triangel ABC, sa att den tangerar alla
sidor, sa galler att ZABF; = ZCBF;, och sé vidare, ddr F; och F> ar fokuspunkter
(detta kallas for att Fi och F, dr isogonala konjugat).

En konvex tvadimensionell figur K dr given i planet, och vi har ritat en triangel
runt den som har minimal area. Visa, genom att fylla planet utanfor triangeln med
luft med tryck 1 och insidan av triangeln med vakuum, att K tangerar triangelns
sidor i deras mittpunkter.



(*) Betrakta en ellips som tangerar bdda koordinataxlarna och ligger i forsta
kvadranten. Visa att avstdndet fran ellipsens centrum till origo inte beror pa hur
den &r roterad.

Anmairkning. Egentligen finns det ingen fundamental skillnad mellan att 16sa
problemen ovan med hjélp av fysikaliska samband vi, och att helt enkelt stilla
upp de matematiska sambanden och anvidnda sig av analysens metoder. Och alla
de fysikaliska lagarna som anvdnds kan man ocksd visa rent matematiskt, men
vi har hoppat over det hir eftersom det dr jobbigt. Podngen &r alltsd snarast att vi
genom att dra nytta av det vi kdnner till fran fysiken, kan anvdnda den intuition
vi far fradn verkliga livet och de matematiska verktyg som fysiken ger oss for att pa
ett mycket enklare sitt komma fram till en 16sning. Till exempel sd kan vi, istéllet
for att resonera om derivator och gradienter, prata om krafter, vilket onekligen &r
mycket enklare och mer intuitivt!



8. Mattedrabbningar

Mattedrabbning lila grupp

Finns det ett tal som ar delbart med 2020 och som innehédller lika ménga av
var och en av de tio siffrorna?

Tva punkter A och B ligger pa en cirkel. Punkten C snurrar runt pa cirkelns
periferi. Bestim alla mojliga lagen for punkten M om M &r skdrningspunkten av
medianerna i triangeln ABC.

I en turnering spelar alla mot alla, och i varje match vinner exakt en person.
Finns det, for varje k, en turnering sddan att for varje grupp av k spelare finns det
en annan spelare som de alla forlorar mot.

I planet har man ritat en 100-hérning och markerat alla hérnen och alla sidor-
nas mittpunkter. Genom dessa 200 punkter drog man parallella linjer sa att tva
markerade punkter aldrig hamnade pd samma linje. Kan avstandet mellan varje
par av linjer ndrmast varandra alltid vara samma?

100 stycken 1:or stdr pd tavlan. P4 ett drag far man sudda bort ett tal och
istdllet skriva upp tva stycken halften sa stora tal. Visa att det kommer finnas 51
likadana tal pd tavlan efter varenda drag.

En talfoljd med positiva heltal konstrueras pa foljande sdtt. a; = 1 och sedan
kommer a, vara lika med a,—| —2 om det talet inte har forekommit i f6ljden forut
och &r positivt och lika med a,_; + 3 annars. Visa att om gy, dr ett kvadrattal for
nagot k s dr det lika med a; = a;_; + 3.

Det finns manga likadana smé enhetspapperskvadrater ddar man dragit bada
diagonalerna. Sidorna pa en kub med sidan 100 tdcks helt av sddana kvadrater
utan ndgra overlapp. (Men det dr mojligt att kvadraterna viks 6ver och tacker
delar av olika sidor pd kuben eller &r roterade). En skalbagge sétts i ett av hornen
pad kuben. Den fér bara krypa langs med papperskvadraternas diagonaler. Visa
att den kan ta sig till ndgot annat av kubens horn.

Det finns tvd hogar med stenar, 2020 i den forsta, 1729 i den andra. Tva spelare
turas om att gora drag. Varje drag far man ta bort en nollskild multipel av antalet
stenar i en hog fran den andra hogen. Den som tar sista stenen frdn en av hogarna
vinner. Vem av spelarna har en vinnande strategi och hur ska den personen spela?

55



Mattedrabbning svart grupp

Det finns en lamptavla med 8 x 8 lampor. Pa ett drag fdr man invertera 15
lampor - alla i en rad och en kolumn. Vilket dr det minsta antalet drag som behovs
for att invertera alla lamporna péa tavlan?

Lat ABCD vara en tetraeder sddan att det finns en sfar som tangerar alla kan-
terna pa den forutom AB. Visa att det finns en sfir som tangerar alla kanterna pa
den férutom CD.

L4t n vara ett heltal. Visa att om m = 2 4 2v/1 + 12n? 4r ett heltal, d4 4 m en
kvadrat.

En kortlek innehaller 3% + 1 kort. Vi genomfor upprepade génger en perfekt
riffle shuffle: alltsd att vi delar hogen pa mitten och blandar sa att vartannat kort
kommer fran dvre halvan och vartannat fran undre halvan utan att den inbor-
des ordningen i halvorna dndras. Vi ser dessutom till att det dversta kortet alltid
ar det forsta kortet frdn den 6vre halvan. Hur manga ganger behover en sddan
blandning genomforas for att vi ska komma tillbaka till ursprungsordningen?

L&t m och n vara udda relativt prima tal. Tag intervallet fran 0 till mn pa tal-
linjen och markera alla punkter som dr delbara med m och alla som &r delbara
med n. De striackor som man far fargas varannan svart och varannan vit. Visa att
summan av de svarta lingderna och de vita langderna skiljer sig med 1.

Visa att det inte finns ndgot polynom i tva variabler P(x,y) sddant att kvadran-
ten (x,y) : x > 0,y > 0 dr 16sningsmangden till olikheten P(x,y) > 0.

Tre cirklar med samma radier &r inskrivna i hornen A, B och C i triangeln ABC.
Den fjarde cirkeln tangerar alla dessa tre cirklar externt. Visa att dess mittpunkt
ligger pd linjen som gar igenom triangeln ABC:s inskrivna cirkels mittpunkt samt
den omskrivna cirkelns mittpunkt.

En ny sorts schackpjés - prinsen - far gd ett steg at gangen men bara at hoger,
véanster, upp eller ner. Visa att om prinsen borjar i ett horn av ett 8 x 8-schackbréde,
och ga pa en promenad som bestker varje ruta exakt en gang och slutar i startru-
tan, sd dr antalet horisontella drag inte samma som antalet vertikala.
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9. Programmering med turtlegrafik

Turtle och grundiGggande syntax

Programmeringen kommer ske i programmeringsspraket Python, ett sprak med
mycket enkel syntax. Kod skrivs i valfri utvecklingsmiljo (IDE - integrated develop-
ment environment), men IDLE som medfoljer Pythoninstallationen fungerar fint.
Visual Studio Code dr en annan IDE som har anvandbara funktioner som under-
lattar kodskrivning, som ni giarna far ladda ned (gratis). Om ni har en chrome
book, eller inte vill ladda ner python pa er dator, s kommer det fungera att an-
vanda https://repl.it/languages/python3 ocksd, men vi rekommenderar att
ladda ner om ni kan.

Nedan foljer ett antal tabeller med anvdndbara operationer, forst for turtlen
men sedan ocksa generellt. Ni kan titta pd dessa for att bli paminda om hur kod
skrivs i Python.

For att anvdnda turtlar mdste du forst importera turtle-modulen: import
turtle. For att skapa en padda, skriv t = turtle.Turtle(). Detta placerar en
turtle mitt i ett fonster, med tdankta koordinataxlar x at hoger, y uppat. Koordina-
ter motsvarar pixlar. Variabeln t refererar nu till en skdldpadda. Kom ihag att du
maste skriva t.ex. t.forward(100), med t. forst for att datorn ska forsta att det
dr just turtlen du kallat t som ska paverkas (du kan ha mer &n en turtle i védrlden
samtidigt).
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Tabell 9.1: Ndgra anviandbara metoder for turtlen.

turtle Turtle() Skapar th teturnemr en padda rzlucemfl i 0r1go. t = turtle Turtle()
Om det dr forsta paddan skapas dven virlden.

forward(n) Gd n pixlar framdt.

backward(n) Gd n pixlar bakdit.

left(n) Vrid n grader vinster.

right(n) Vrid n grader hoger.

goto(x, y) Gd till position (x,y).

setx(x) Forflyttning i sidled.

sety(y) Forflyttning i hojdled.

setheading(n) | Sdtter riktning. 0 dr i x-axelns, 90 i y-axelns riktning. | t.setheading(180)

circle(radius) Gd i cirkel med angiven radie.

dot(radius, col) | Rita en punkt med angiven radie och fiirg. t.dot(10, "blue’)
Siitter farten.
0 : snabbast, ingen animering

speed(n) 1: ldngsamt
5
9 : snabbt

Tabell 9.2: Nagra anvandbara funktioner for pennan.

pendown() Kommer att rita.

penup() Kommer ej att rita.
pensize() Returnerar pennans storlek.
pensize(n) Siitter pennans storlek.

pencolor(colorstring)

Sitter pennans firg. Exempel: ‘blue” eller "#32c18f".
Notera: det senare representerar Rod-Gron-Bld i
hexadecimalt med tvd siffror (0-255)!

fillcolor(colorstring) | Sitter fyllningsfirg
begin_fill() Borjar fylla figurer.
end_fill() Slutar fylla figurer.

clear() Tar bort allt paddan har ritat.
showturtle() Gor paddan synlig.
hideturtle() Gor paddan osynlig.

Har finns ocksd en lank till dokumentationen for turtlen (en exakt beskrivning av
allt den kan gora och hur den gor det).
https://docs.python.org/3.3/1library/turtle.html?highlight=turtle

Héar kommer ocksa en tabell med anviandbara matematiska operationer och
hur man gor dem i python:


https://docs.python.org/3.3/library/turtle.html?highlight=turtle

Tabell 9.3: Ndgra anviandbara matematiska uttryck.

5+3 8 Addition
5-3 2 Subtraktion
5*3 15 Multiplikation
5**3 125 Upphoit till
5/2 2.5 Division med decimaldel
5//2 2 Heltalsdivision
-5//2 -3 Heltalsdivision
37%10 7 Restoperator
10.%10 100.0 Svaret blir ett decimaltal

For att anvdnda operatorer som roten ur maste du importera biblioteket math,
detta gors enkelt genom att i borjan av ditt program skriva import math. T.ex. ar
roten ur dd math.sqrt (x).

Tabell 9.4: Ndgra anvindbara logiska operatorer.

B == True Likhet
5!=5 False Icke-likhet (! negerar)
5>3 True Storre an
Bs=5 True Storre dn eller lika med
5<3 False Mindre &n
B<=3§ False Mindre &n eller lika med
x and y True omm bédgge pastdenden dr sanna
xXory True om minst ett av pastdenden dr sanna
xNy True om exakt ett av pastdenden &r sanna
not(True) False Omviénder bool

I python finns en méngd olika datatyper. I manga programmeringssprdk maste
man specificera datatyp ndr man deklarerar en variabel, men inte i python. En
variabel kan dven byta datatyp under en korning. Nedan foljer ett antal vanliga
datatyper:



Tabell 9.5: Nédgra vanliga datatyper.

int 5 heltal (integer)
float 5.0 flyttal (decimaltal)
str "Hej!" textstrang (string), kan skrivas med "eller ’

lista, kan innehalla andra datatyper.
list | x=[5,'Hej’, 5.0] | Listans element &dr indexerade med start pa noll,
har 0-2, t.ex: x[2] returnerar 5.0

bool True logisk sanning (boolean)

Utover de kommandon som &r specifika for turtlen sa finns det ocksa flera kom-
mandon som man kan anvédnda i vilka python-program som helst. Har foljer en
lista pd nagra av dessa:



Tabell 9.6: Ndgra vanliga fordefinierade kommandon och hur de skrivs i Python.

Kommando | Exempel Beskrivning
print() print("Hello world") | Skriv ut det som stdr innanfor parenteserna
input() x = input() Lé&s in en rad som en strang
Kolla om villkoret ar True eller False,
. ifn==23: om det ar True sa kors raderna inne i if-satsen
#do something om det dr False sa hoppar man direkt till det
som kommer efter if-satsen
ifn==3: Efter en if-sats kan en else-sats folja,
else #do something men den maste inte gora det. Om det
else: finns en else-sats efter en if-sats, sa
#do something else | hoppar man dit om villkoret i if-satsen &r False
ifn==3: Efter en if-sats kan man ocksa ha en elif-sats.
olif #do something Om det finns en elif-sats sa hoppar man
elif n ==2: dit om villkoret i if-satsen ar False, men inte
#do something else | annars. Elif-satsen funkar sedan som en if-sats.
Sa lange villkoret i while-loopen ar True,
while while n >0: utfor allt som stdr i while-loopen.
#do something Mellan varje koérning av det som star i loopen
kollar man alltsd om det fortfarande stimmer.
Lét x anta alla vdarden som star i listan i ordning,
och utfor det som stér i loopen for varje sadant x.
for x in lista: Forsta gdngen man gar igenom loopen kommer x
#do something alltsd ha vdrdet som star forst i listan, andra gdngen
for - det andra virdet, och sa vidare.
for x in range(n): En typisk anvdndning dr den som syns i det
#do something andra exemplet, ndr listan som x gédr igenom ar
talen fran 0 till n-1. range(n) genererar alltsa en
lista med alla tal fran 0 till n-1, i ordning.
ans=0 Anviénds inuti en loop: ga omedelbart till
for i in range(10): nésta iteration av loopen. I exemplet vill vi
, if i%2 == 0: hitta summan av alla udda tal fran 0 till 9.
continue . ‘e P
continue Om vi stoter pé ett jaAmnt tal sa gar vi vidare
else: direkt. Om vi stoter pé ett udda tal s& lagger
ans +=1 vi till det till summan ans.
n=10
while (True):
break Erliltl(n) Anviénds inuti en loop: avbryt loopen direkt.
ifn==0:
break

import

import math

Importerar ett bibliotek av fordefinierade funktioner.




Har foljer ndgra stycken kod. Tank igenom koden steg for steg, och skriv ned vad
du tror att koden skriver ut. Du kan anta att turtle och andra bibliotek redan &r
importerade:

1 def sum(a,b):

2 return (a + b)

3 x = sum(5,3)

4 print(x)

1x =123

2 if x % 2 == 1:

3  print("Talet &r jémnt... eller?")
4 else:

5 print("Talet &r udda")

1 for i in range(10):
print (i)
if i ==

N w0 N

print("Oocoooch hdr kommer:")

1 def mult(n):

ut = 1

for i in range(n):
ut = ut*(i+1)

return(ut)

N O 0o AN

print (mult(4))

1 def rita(sida, n, farg):
2 t = turtle.Turtle()
3 t.pencolor(farg)

4 t.fillcolor(farg)

5 t.begin_fill()

6 for i in range(n):
7 t.forward(sida)
8 t.1left(360/n)

9 t.end_fill(Q)
10
11 rita(50, 4, "red")




1. Gor en funktion som ritar en cirkel, och f6rsok skapa foljande monster:

2. Gor en funktion som ritar en spiral, och forsok skapa foljande monster:

3. Rita en Sierpinskitriangel (se exempel).




Rita ett trad.

Rita en Ulamspiral.
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Rita Mandelbrotméngden.
Skapa loggan till Mattekollo 2021!



9.2 Funktioner

Funktioner anvénds for att kunna upprepa kod utan att skriva den igen. Det gor
koden bade mer lattforstdelig och snabbare att skriva.

1 # namnet "funktion" kan ersdttas med wvalfritt namn, wvanligen

2 # borjat med liten bokstav

3 def funktion(parameterl, parameter2, mult = 1):

4 # Saker gors med parametrarna som skickats in

a = (parameterl + parameter2) * mult # variabel a finns endast © funktionen
return a # funktionen skickar tillbaka

5
6
7
8 # koden mult = 1 betyder att parametern mult fdr defaultvarde 1
9 # (om inget annat fylls ¢ blir den 1)

10 # Exempelanrop:

11 function(5,7,2) # = (5+3)*2

12 function(5,7) # = (5+3)«*1

13 # For extra tydlighet kan man daven anropa en funktion med:

14 funktion(parameterl = 2, 3, mult = 5)

15 # ...dd vet ldsaren ungefdr vilken siffra som betyder vad.

9.3 Dictionaries

Dictionaries, eller lexikon, dr en slags uppsatsverk. Dessa kan anvandas for att
koppla samman uppslagsord, s.k. nycklar, med valda definitioner. Exempelvis
kan vi koppla ordet ’turkos’ med ’#40E0DO’ (den hexadecimala representatio-
nen av fargen turkos). Vi skulle &ven kunna koppla ihop priser pé olika varor och
varans namn eller liknande.

1 # Varor och deras pris:
2 pris = {'dpplen': 12, 'bananer': 14, 'citroner': 20}
3 print(pris) # Skriver ut: {'dpplen': 12, 'bananer': 14, 'citroner': 20}




Nycklarna kan anviindas som index

pris['bananer’] 12 (med hakparentes).
pris[’bananer’] = 14 Andrar viirdet for befintlig nyckel.
pris[’bananer’] 14

pris['dadlar’] = 25 Ligger till ny nyckel med viirde.

{"applen’: 12, 'bananer’: 14,

pris ‘citroner’: 20, 'dadlar’: 25} Innehdller nu 4 par.
‘fikon” in pris False Test pd existens av nyckel.
‘fikon’ not in pris True Test pd icke-existens av nyckel.
’dadlar” in pris True Test pd existens av nyckel.
pris.get(‘dadlar’) 25 Alternativ till pris['dadlar’].
pris[fikon’] Error Illegalt.

| pris.get(’fikon”) None Om nyckeln inte existerar.

Andra parametern anger standardvirde som

pris.get(’fikon’, "Varan finns ej’) | Varan finns ej . .
returneras om nyckeln inte existerar.

’ len(pris) 4 Antalet par.
del pris[citroner’] Tar bort ett element utifrin nyckel.
len(pris) 3 Antalet par.
list(pris) list(pris.keys()) ['dpplen’, "bananer’, "dadlar’]
list(pris.items()) [(‘4pplen, 12), (‘bananer’, 14), En lista av tupler (nyckel-virdepar).

(‘dadlar’, 25)]
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A. Regler Mattedrabbning

Regelsammanfattning Mattedrabbning

* Lagen turas (ndstan alltid) om att utmana varandra pd problem.

* Laget som blir utmanat presenterar 16sningen eller skickar utmaningen till-
baka.

* En person skickas till tavlan for att presentera 16sningen.

* Laget som inte presenterar 16sningen skickar fram en opponent till tavlan,
som stéller fragor.

* Nér opponenten dr nojd, sa stéller juryn (lararna) fragor.
* Man far podng utefter hur rdtt man hade ndr man presenterade.

* Om Iosningen ar helt korrekt, far det presenterande laget 12 poang och and-
ra far 0 podng.

* Om l6sningen dr helt fel och opponenten pdpekar det och forklara varfor
det dr fel, sé far laget som presenterar 0 podng och laget som opponerar far
6 poang.

* Man far inte prata med laget om man stdr framme vid tavlan.

* Man far ta halvminutspauser (max 6 stycken) for att laget ska fa prata med
personen som stdr framme vid tavlan.

* Ingen person far ga fram och presentera mer dn tva génger.

* I borjan av drabbningen har man en liten s.k. “kaptenstdvling” dér det vin-
nande laget far bestimma vem som utmanar forst.

* Laget med mest podng vinner!
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Detaljerade regler Mattedrabbning

Mattedrabbning dr en tdvling for tva lag i 10sning av matematikproblem. Drabb-
ningen bestdr av tvd delar. Forst far lagen ett antal problem och en bestimd tid
att 16sa dem pa. Under 16sningstiden far lagen inte anvanda hjalpmedel (féorutom
simpel minirdknare som &r ok, samt pennor, passare, linjal och dyl.), och far en-
dast prata om problemen med juryn. Efter utsatt tid borjar sjdlva drabbningen,
ndr lagen presenterar losningarna for varandra enligt reglerna. Nar det ena laget
presenterar en 16sning, opponerar det andra laget pd 16sningen, d.v.s. soker fel
och brister i den, och om det visar sig att 16sningen saknas, far d&ven det andra
laget presentera sin egen 16sning. Juryn tilldelar poang bade for presentation och
opponering. Om lagen inte lyckas slutfora I6sningen under diskussionen eller om
de har ndgra fel, fr juryn ge en del av podngen (och dven alla podng) till sig sjalv.
Om totalpodngen skiljer sig med mindre &dn 4 podng nér tavlingen ar 6ver, slutar
drabbningen oavgjort, annars vinner laget med flest poang.

Utmaning

Drabbningen bestar av flera omgangar. I varje omgdng &r det ena laget kdrande
och det andra laget svarande. Forst utmanar kdranden till ett problem, som inte
presenterats tidigare (till exempel: "Vi utmanar motparten till problem 8"). Sen
bestimmer det svarande laget om det tackar ja eller nej till utmaningen (de far
1 minut pa sig att bestimma sig). Om laget tackar ja, maste det skicka en fore-
dragande som ska presentera 16sningen, medan det kidrande laget far skicka en
opponent med uppdraget att soka fel i losningen. Om svarande laget tackar nej
(det kallas for kontroll av korrekthet) maste det kdrande laget skicka den foredra-
gande, medan det svarande far skicka en opponent. (Ett lag far ocksa lata bli att
skicka en opponent for att spara ett upptradande. Da deltar laget inte langre i den
pagdende omgangen, far inte podng och kan inte dngra sig).

Foéredraget

Forst presenterar den foredragande sin 16sning. Han/hon maste ge svar pa alla
fragor i problemet och visa att alla svaren &r riktiga och fullstindiga. Bland annat
maste den foredragande bevisa varje pastdende den formulerar eller hdnvisa till
det som vilkant. Den foredragande maste uttrycka sig klart, bland annat maste
han/hon vara beredd att upprepa vilken del som helst av sitt foredrag om juryn
eller opponenten ber om det. Foredragets tid dr begrénsat till vanligtvis 10-15 mi-
nuter. Om tiden tar slut men den féredragande vill fortsétta far juryn bestimma
om han/hon far gora det.

Den foredragande far ha med sig ett pappersark med bilder, och (om juryn tillater
det) ett med berdkningar. Men man fér inte ha med sig texten med hela I6sningen.
Den foredragande far:



tore foredraget rita upp allt som behovs pd tavlan (teckningar, ritningar
0.8.V.);

lata bli att svara pd opponentens fragor fore diskussionen;

* be opponenten att precisera sin fraga (till exempel kan man foreldgga sin
egen version “Forstar jag ratt att du fragar ...?”);

lata bli att svara pa en frdga, med ndgon av motiveringarna: a) det vet jag
inte; b) jag har ju redan svarat pa denna fraga (och forklara nar och hur); c)
det dr inte en korrekt fraga, eller den fragan ingdr inte i vetenskaplig dis-
kussion. Om opponenten inte godkdnner motivering (b) eller (c) bestimmer
juryn vem som har rétt.

Den foredragande madste inte:

e forklara hur man har kommit pa svaret om man kan bevisa pa ett annat satt
att svaret dr riktigt och fullstandigt;

* jamfora sitt eget forfaringssiatt med ett annat, bland annat i vilket man det
ar kort, vackert eller generellt.

Opponering

Under foredraget fdr opponenten bara stilla fragor om den foredragande tilldter
det. Dock far opponenten be om att upprepa en del av foredraget, och dven tillata
att ett padstdende som man tror vara sjdlvklart inte behover bevisas. Efter foredra-
get far opponenten stilla fragor. Om opponenten inte kan stilla nésta frdga inom
en minut bestdms det att man inte har fler frdgor. Om den féredragande inte bor-
jar svara pa en fraga inom en minut bestdms det att svaret saknas. Som en fraga
far opponenten:

e krdva att den foredragande upprepar en viss del av féredraget;

* be den foredragande att precisera vilket pastdende som helst, bland annat
genom att a) be om en terminologisk definition (“Vad menar du med...”)
eller b) formulera om ett pastdende och be om en bekriftelse ("Forsta jag
ratt att du pastar...”);

* be den foredragande att bevisa ett pdstdende som den féredragande har an-
vant och som opponenten inte kdnner till (juryn bestimmer om pastdendet
verkligen &r allmént ként);

* godkédnna svaret eller icke godkdnna det (i senare fall med motivering).

Om opponenten tror att den foredragande drar ut pd tiden for att finna en 16sning
under foredraget, eller att foredraget mest inte har ndgot att gora med losningen,
da far opponenten efter 10 minuter be den foredragande att framldgga ett svar



(om problemet mdste ha ett svar) eller en plan for sitt resonemang. Opponenten
madste upprepa och precisera sina frdgor om den foredragande eller juryn ber om
det. Slutligen far opponenten ge ett utlatande pa en av foljande former: a) I6sning-
en ar riktig; b) ldsningen (svaret) dr riktig pa det hela taget, men det finns dessa
brister; c) 16sningen (svaret) dr felaktig, det finns fel (brister) i dessa nyckelpasta-
enden, eller det finns ett motexempel.

Om opponenten godkdnner losningen, slutar han/hon och hans/hennes lag
att delta i diskussionen under den hdr omgangen. Vanligtvis borjar juryn stélla
fragor till den foredragande efter opponentens utldtande. Juryn far d&ven blanda
sig i diskussionen tidigare, dock far den dd inte stélla fragor som hade kunnat ge
poédng till opponenten om denne skulle stdlla dem.

Bédda lagen madste vara tysta under foredraget och diskussionen. Fér kommu-
nikation och radgivning mellan ett lag och dess representant far det tas en paus
i en halv minut. (Motparten fadr anvdnda denna tid for konsultation ocksd.) Varje
lag far ta en sddan paus nar som helst, dock bara 6 ganger under drabbningen.
Det ar kaptenen som tar pausen. Representanten vid tavlan far bara be kaptenen
att ta pausen eller be om att fa bli utbytt mot en annan spelare (detta rdknas som
tvad pauser).

Antalet upptrddanden

Varje spelare har rétt att upptrdda tva ganger, d.v.s man far skickas till tavlan
som fordragare eller opponent hogst tvd gdnger under drabbningen. Om laget
byter ut sin representant vid tavlan rdknas det som upptradande av bade den
nya foredragande och den som blivit utbytt. Dessutom kostar ett utbyte tva halv-
minutspauser (denna minut far laget anvanda dven for konsultation). Sdledes kan
ett lag gora hogst tre utbyten.

Den forsta utmaningen - Kaptenstavlingen

Vem som skall utmana forst avgors genom kaptenstiavlingen just fore sjdlva drabb-
ningen. Varje lag skickar en representant till tavlan (det kan vara kaptenen eller
vilken lagmedlem som helst). Juryn ger ett enkelt problem till representanterna.
Representanten som forst sager sig ha ett svar, far svara. Man vinner om 16sning-
en dr ratt och forlorar annars. Juryn maste siga i forvag om det racker med bara
svar eller om det krévs ett svar med resonemang. Istillet for kaptenstavlingen far
juryn anvianda en lottdragning eller framstilla ett spel for representanterna.

Rollomvédndning

Rollomvéndning kan bara ske i den omgang som inte dr kontroll av korrekthet.
Om juryn understddjer opponentens kritik, erbjuder juryn opponenten att ritta
felen och fylla luckorna i foredraget. Om opponenten tackar ja sker en partiell
rollomvandning och opponenten och den foredragande byter roller. Om juryn



understodjer opponentens pdstdende att 16sningen saknas i foredraget, eller ar
helt felaktig, erbjuder juryn opponenten att presentera sin egen 16sning. Om op-
ponenten tackar ja sker en total rollomvandning. Efter rollomvandningen far den
fore detta opponenten podng for sin 16sning, medan den fore detta foredragan-
de kan fa poang for kritik. Dock kan det inte ske rollomvédndning en gang till i
samma omgang.

Korrekt utmaning

Om utmaningen antas direkt, sa dr den alltid s.k. korrekt. Om utmaningen skickas
tillbaka, sa finns det tvd mojligheter. Om det utmanande laget erkdnner att de
inte har ndgon 16sning, sd dr utmaningen automatiskt inkorrekt.

Om det utmanande lagets foredragare gar fram till tavlan och berattar en 16s-
ning sa beror korrekheten pa. Om opponenten kan bevisa att losningen dr inkor-
rekt sd rdknas dven utmaningen som inkorrekt. Om opponenten godkdnner 16s-
ningen riknas utmaningen som korrekt.

Ordningen pd utmaningarna och mattedrabbningens slut.

Om utmaningen som skedde var inkorrekt, sa maste det utmanande laget utmana
dven i ndsta omgéng. I alla andra fall turas lagen om att utmana varandra.

Nér som helst kan det utmanande laget sidga att de inte lingre vill utmana
denna mattedrabbning (vanligtvis goér man detta ndr man inte langre har nigra
16sta problem bland de kvarvarande). Efter det far det andra laget mojligheten att
redovisa de kvarvarande problemen (vilka de vill, de maste inte redovisa nagot).
Laget som sagt att de inte langre vill utmana kan dé bara opponera och fa poang
for opponering. Inga rollbyten kan ldangre ske.

Mattedrabbningen dr slut nér alla problemen har redovisats eller om ett av
lagen sdger att de inte vill utmana langre och det andra laget vill inte lingre redo-
visa nagot.

Podngutdelning

Varje problem kan ge 12 podng, vilka slutligen delas mellan den féredragande, op-
ponenten och juryn. Om den foredragande har presenterat en ritt och fullstandig
16sning, far han/hon alla 12 podng. Annars finns det fel och luckor i 16sningen,
som opponenten maste upptidcka och papeka (om opponenten bortser fran ndgra
fel maste juryn papeka dem senare).

Den foredragande fér ritta felen och fylla i luckor. Oréttade fel och ofyllda luc-
kor minskar hans/hennes slutpodng (juryn bestimmer med hur mycket). Dock
om den foredragande har rattat alla fel och har presenterat den fullstindiga 16s-
ningen bara efter ledande fragor fran opponenten och/eller juryn, kallas det en
“oren 16sning”. Da far juryn ta 1-2 poang av den foredragande och ge dem till op-
ponenten eller till sig sjdlv. For varje ordttad brist som opponenten har padpekat



far han/hon hélften av bristens kostnad (d v s halva den poang som avdragits
frdn den foredragande). Den andra halvan kan opponenten forsoka fa genom att
rdtta bristerna sjalv (om juryn tillater en partiell rollomvandning).

Om de papekade och ordttade bristerna kostar sammanlagt 6 podang eller mer,
bestdams det att opponenten bevisat att I6sningen saknades. Da kan juryn tillata
en fullstindig rollomvédndning, d v s opponenten far presentera sin egen 16sning
helt fran borjan. Efter rollomvéandning tilldelar juryn de podng som dr kvar enligt
samma princip: f.d. opponenten far for sitt foredrag, den f.d. féredragande for
kritik (halvkostnadsprincipen och oren 16sning géller). Om opponenten har bevi-
sat att 1osningen saknas under kontroll av korrekthet far denne 6 poang, medan
den foredragande far 0 till 6 podng for idéer.



@. Geometriproblem fréin Catriona Sheqrea

1. Tre koncentriska halvcirklar och tva ratvinkliga trianglar. Vilken andel av are-
an ar gul?

2. Fem kongruenta rektanglar. Hur stor dr vinkeln?

3. Tre kvadrater. Den grona kvadratens area dr 16. Vad dr den blda kvadratens
area?
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4. En kvadrat dr uppbyggd utav fem rektanglar som alla har samma area. Vad
ar kvadratens area lika med?

5. De fyra markerade vinklarna &r lika stora. Om bredden pa rektangeln é&r 3,

vilken area har cirkeln?




Hdftet innehdller material fran Mattekollo
2020 for ak 9-gy2, alla matematiklektioner
samt programmeringsmaterial for nyborjare.

Tack till alla deltagare och ledare!




	Del I — Mattelektioner
	1 Talteori
	1.1 Talteori 1
	1.2 Talteori 2
	1.3 Talteori 3
	1.4 Talteori 4
	1.5 Talteori 5

	2 Affin geometri
	2.1 Affina transformationer 1
	2.2 Affina transformationer 2
	2.3 Affina transformationer 3

	3 Topologi
	3.1 Topologi

	4 Projektiv geometri
	4.1 Affina Transformationer
	4.2 Projektiva Transformationer
	4.3 Det projektiva planets natur
	4.4 Dubbelkvot och kägelsnitt
	4.5 Homogena koordinater
	4.6 Intressanta kurvor och ytor
	4.7 Projektiva problem

	5 Linjär algebra
	5.1 Linearitet
	5.2 Ekvationssystem
	5.3 Linjära rum

	6 Grafteori
	6.1 Grafteori
	6.2 Graffärgläggningar
	6.3 Planära grafer
	6.4 Femfärgssatsen

	7 Fysik
	7.1 Fysik i problemlösning - Olikheter genom kortslutning
	7.2 Fysik i problemlösning - Minimum genom mekanik

	8 Mattedrabbningar
	8.1 Mattedrabbning lila grupp
	8.2 Mattedrabbning svart grupp


	Del II — Lektionsmaterial programmering
	9 Programmering med turtlegrafik
	9.1 Turtle och grundläggande syntax
	9.2 Funktioner
	9.3 Dictionaries

	Index

	Del III — Appendix
	A Regler Mattedrabbning
	B Geometriproblem från Catriona Shearer


