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1. Talteori |: Delbarhet och Primtal

28 juni

Delbarhet

Vi sdger att ett heltal b dr delbart med ett heltal a om det existerar ett
heltal k sa att ak = b, och skriver a|b. Man kan dven sdga att a delar b, att b dr en
multipel av a eller att a dr en delare till b.

= Exempel 1 42 ar delbart med 6, eftersom 42 = 7-6. Det motsvarar b =42, a =6
och k = 7 i definitionen. .

Vilka delare har de har talen?

(a) 42
(b) 256

Vilka av dessa dr multiplar av 15?

(@ 5
(b) 45
(c) 751565

Det finns fyra pastdenden om ett tal: Talet dr delbart med 2, Talet ar delbart
med 3, Talet ar delbart med 6, Talet ar delbart med 12. Tre av dem ar sanna, medan
ett ar falskt. Vilket?

Los i grupp: Los foljande delbarhetsproblem:

(@) Talet a+1 ar delbart med 3. Visa att talet 4 + 7a ocksé dr delbart med 3.

(b) Talen 2+ a och 35 — b ar delbara med 11. Visa att talet a + b ockséa ar delbart
med 11.

Extra: Visa att om summan av vilka tre tal som helst utav fyra tal dr delbar
med 4, sd &r summan av alla fyra talen delbar med 4.

Extra: Bestdm det storsta fyrsiffriga talet som dr delbart med 7 och som skrivs
med fyra olika siffror.

Extra: Talet 14x+ 13y dr delbart med 11 (for ndgra heltal x och y). Visa att talet
19x + 9y ocksd ar delbart med 11 (fér samma x och y).



Primtal

Vi sdger att ett heltal p > 1 ar ett primtal om det bara delas av 1 och
sig sjdlvt. Vi sager att ett heltal n > 1 4r sammansatt om det inte &r ett primtal,
alltsd om n = ab for tva heltal a och b som bada ar storre dn 1.

= Exempel 2 13 &r ett primtal, eftersom de enda delarna till 13 &r 1 och 13. 14 ar
ett sammansatt tal, eftersom 14 = 7-2. Det motsvarar n =14, a=2och b =71
definitionen. -

Hitta alla primtal mindre &n 100. Hur manga finns det?

Avgor om foljande tal dr primtal:

(@ 91

(b) 103

(c) 143

(d) 347

(e) 12345

(f) 387878

(g) 1437004797
(h) 3599

Talen 3, 5, 7 dr alla primtal. Hander det ndgonsin igen att tre tal pa formen n,
n+2,n+4 alla dr primtal?

Hitta alla positiva tal n sa att de tre talen 3n —4, 4n —5 och 5n — 3 alla ar
primtal.

Hitta det minsta tresiffriga primtalet dér varje siffra ar ett primtal.

Mellan 10 och 20 finns det 4 primtal. Hander det nadgonsin igen att fyra tal
mellan tvad pa varandra foljande multiplar av 10 dr primtal?

Hitta 100 pd varandra foljande positiva heltal som alla &r sammansatta.
Hitta det storsta tresiffriga primtalet.
Extra: Bevisa att det finns odndligt manga primtal.

Extra: Bevisa att alla naturliga tal n > 1 kan skrivas som en produkt av primtal
pa minst ett sétt.



2. Talteori ll: Aritmetikens fundamentalsats

29 juni

Faktorisering av tal

Varje heltal storre dn 1 kan skrivas som en produkt av primtal. Detta
kan goras pa exakt ett sitt om man inte bryr sig om ordningen pd faktorerna.

= Exempel 3 Ndagra primtalsfaktoriseringar:
° 12=22.3
* 360 =2°-3%.5

Los i helgrupp: En jagare berdttade for sin kompis att han hade sett en varg i
skogen som hade en 1 m ldng svans. Kompisen berédttade nyheten vidare och da
sade att vargen hade en 2 m ldng svans. Nar nyheten spreds vidare multiplicera-
de praktiska personer svanslingden med 3, medan teoretiska multiplicerade den
med 2. Till slut sades det pa TV-nyheterna att man hade sett en varg med 864 m
lang svans. Hur manga praktiska och hur manga teoretiska personer fick vargens
svans “att vixa”?

Benjamin har kommit pa ett sitt att gomma flera tal i ett enda tal. Hans regel
for att hitta det gomda talen dr som foljer: primtalsfaktorisera talet. Storleksordna
primtalsfaktorerna. Forsta talet 4r antalet ganger forsta primtalsfaktorn forekom-
mer, andra talet antalet gdnger den andra primtalsfaktorn férekommer, och s
vidare... Vilka tal, och i vilken ordning, har Benjamin gomt nedan?

(@) 60

(b) 105
(c) 360
(d) 2022

Skriv talet 111 som en summa av nagra heltal (inte nodvéandigtvis olika) sa att
deras produkt ocksd blir 111.

Det finns tva kartongrektanglar med storlekarna 49 (E 51 rutor och 99 (E 101
rutor. Alla de delades upp i likadana rektanglar med heltalssidor. Rektanglarna
var inte kvadrater. Bestdm storleken pa rektanglarna.

Hur ménga 5:or finns det i primtalsfaktoriseringen av 729572743650000?

Bestam ett tal som ar delbart med 12 och som har 14 olika delare.



Kan ett tal som har exakt 15 delare vara delbart med (a) 100? (b) 1000?

Finns det nagot naturligt tal som vid multiplikation med 2 blir ett kvadrat-
tal, vid multiplikation med 3 blir ett kubtal och vid multiplikation med 5 blir en
femtepotens?

Kan man stryka bort en fakultets-multiplikationsterm fran produkten 1!-2!-
3!...-100! sa att det som stdr kvar blir ett kvadrattal?

11



3. Talteori lll: SGD och MGM

30 juni

Storsta gemensamma delare - SGD

Den storsta gemensamma delaren av tva (eller fler) heltal dr det stors-
ta heltal som &r en delare till alla talen.

= Exempel 4 Ett par SGD:
* SGD(6,33)=3
* SGD(48, 180) = 12

Los i helgrupp: Bestam SGD av talen
(@) 24 och 18
(b) 313-56-132 0ch 25-37-7-113
() 2'% och 100?

Hugo har rdknat en svdr uppgift och fatt fram att svaret blir gg—;g. Nu vill

han presentera 16sningen snyggt och forkorta brdket till sin enklaste form. Hjilp
honom! Vad blir svaret pa den svdra uppgiften?

Extra: Det finns 6 stycken positiva heltal pa tavlan. Man skriver upp alla
mojliga SGD:er av ett par av dem pa en separat tavlan. Kan talen pa den andra
tavlan vara just talen 1 till 15?

Extra: Ge exempel pd (a) tre (b) fyra (c) hundra tal sddana att de inte har ndgon
gemensam primtalsdelare allihopa, men varje par av dem har minst en gemen-
sam primtalsdelare.

Tva (eller fler) heltal sags vara relativt prima om deras storsta ge-
mensamma delare &r 1.

Visa att n och n+ 1 ar relativt prima.

Extra: Visa att pd varandra foljande Fibonaccital alltid dr relativt prima.
Ledtrad: om a > b giller att SGD(q, b) = SGD(b, a — b)



Minsta gemensamma multipel - MGM

Den minsta gemensamma multipeln av tva (eller fler) heltal &dr det
minsta heltal som dr en multipel av alla talen.

= Exempel 5 Ett par MGM:
* MGM(6, 33) = 66
* MGM(48, 180) = 720

Los i helgrupp: 3 elever pa ett kollo &r bra vanner och spelar spel tillsammans.
Vid spelets slut bestaimmer de sig for att samlas i matsalen igen senare for en ny
omgdang. Eleverna &r dock rastlosa och om de andra 2 inte dr dér sa gar de en
runda till innan de tittar efter igen ndsta gang. Den ena eleven dterkommer var
3:e minut, den andra var 8:e minut och den var 10:e minut. Hur ldng tid drojer
det innan alla de 3 vdnnerna samlas igen?

Bestim MGM av talen
(@) 24 och 18
(b) 313-56-132 0ch 25-37-7-113
() 2'% och 100?

Bestdm ett par av positiva heltal om man vet att
(a) deras SGD ér lika med 56 medan deras MGM ér lika med 1127
(b) deras SGD ér lika med 18 och deras MGM 630?

Visa att SGD(a,b) - MGM(a,b) =a-b

Los foljande kluringar:
(a) Kan summan av tva tal vara lika med deras minsta gemensamma multipel?

(b) Kan summan av tre tal vara lika med deras minsta gemensamma multipel?

13



4. ’Omojliga” konstruktioner

28 juni

Uppgifter fér gruppdiskussion
I tvd pésar ligger tva mynt, och dessutom ligger det dubbelt s mdnga mynt i
ena pasen som den andra. Hur &dr det mojligt?

Tre personer med en tviattmaskin vill dka 6ver en flod. Deras bat rymmer an-
tingen tvd manniskor och en tvittmaskin eller tre mdnniskor. Problemet &r att
tvattmaskinen dr mycket tung och kraver tre ménniskor som lastar den av och pa
baten. Kan personerna klara sitt mal?

P& en rad stdr fyra tal, det forsta talet dr lika med 100. Om man dividerar
det forsta talet med det andra, det andra med det tredje, eller det tredje med det
fjarde sa blir kvoten alltid heltal som dessutom alla dr primtal. Kan alla dessa tre
primtal vara olika?

Uppgifter att 16sa enskilt
Klipp ett hal i en A4-pappersark som du sjdlv kan komma igenom.

Rita en sexhorning och genom att dra en linje genom tva av dess horn, “klipp
av” en sjuhdrning fran den.

Hur kan man med hjélp av sex tandstickor ldgga ihop fyra trianglar som alla
har tre sidor som édr en tdndsticka ldnga?

Hur kan man knyta en knut som pa bilden genom att ta tag i &ndarna pa ett
snore och sedan inte fa slippa dem forran man knutit klart?

T

4
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Kvoten utav tva tal ar lika med deras summa. Kan det dven vara lika med
talens produkt?

I en cirkel markerade man en punkt. Hur kan man klippa upp cirkeln i tva
delar som sedan kan byggas ihop till en cirkel med den markerade punkten i
mitten?

Rita ett exempel pd en sexhorning som inte kan delas upp i tvd fyrhorningar.



5. Stalla upp ett system

29 juni

Uppgifter fér gruppdiskussion

Finns det ndgot tresiffrigt tal som &r 20 génger storre dn sin egen siffersumma?

Bland fyra mynt &r ett falskt och vdger annorlunda &n de andra (skulle kunna
vara tyngre eller ldttare, man vet inte), alla de riktiga mynten véger lika mycket.
Hur kan man bestimma det falska myntet med hjidlp av tva viagningar pa en
balansvag?

Trappan bestar av 130 trappsteg. P4 det nedersta trappsteget ligger 130 stenar,
de andra trappstegen dr tomma. Pa ett dygn far Sisyfos ta en grupp med stenar
(en eller flera) fran ett valfritt trappsteg och lagga dem pa ett trappsteg som é&r lika
madnga trappsteg bort som antalet stenar i gruppen man tog upp (dvs gruppen
med en sten ska man ldgga pa ett trappsteg intill det man tog fran, en grupp med
tvd stenar — nédstan intill osv.). Hjdlp Sisyfos att ldgga alla stenarna pa trappsteget
nast langst ner pa max 15 dygn.

Uppgifter att I6sa enskilt

Det finns ett sexsiffrigt nummer: 123556. Du far inte dndra ordningen pa siff-
rorna. Sitt in raknetecken och eventuella parenteser mellan siffrorna, och kanske
innan och efter, sa att resultatet blir 100.

Bestam dtminstone en 16sning till rebusen BRUTE + BRUTE = FORCE. Olika
bokstaver star for olika siffror, lika star for lika.

Pa en kvadrats grans markerade man tre punkter, ritade ut de tre strdckorna
mellan dem och klippte upp kvadraten langs med strackorna. Man fick fyra bitar
som alla var trianglar. Vilket dr det stdrsta antalet sinsemellan likadana triangel-
bitar bland dessa?

Kan man placera ut en dam, tvd hédstar och tva torn pa ett 4 x 5-brade sd att
varje pjds hotar exakt en annan pjds och blir hotad av exakt en pjds?

Sigge dr yngre dn Denise, men ar 2021 fyllde bada de lika manga dr som siffer-
summan pa deras egna fodelsedr. Vilka értal dr de fodda?

Finns det nagot tiosiffrigt tal dar den forsta siffran fran vénster ar lika med
antalet ettor i talet, den andra siffran fran vanster ar lika med antalet tvdor, den
tredje med antalet treor, ..., den nionde med antalet nior, och den tionde med
antalet nollor?

Genom att skriva talen 1, %, %, zlu e, 1l0 i ndgon ordning och skriva in rakne-

tecken mellan dem (de tilldtna dr de fyra vanliga rdknesétten), fa ett uttryck vars
védrde &r lika med 0.



@. Flaskhalsprincipen ]
[30 juni ]

Uppgifter fér gruppdiskussion

1. P4 hur manga satt kan figuren delas upp i rek-
tanglar av formatet
(a) 1x5?
(b) 1x77?
- L

2. Valentinas bror stiller in datumet varje dag med hjélp av fem trdblock.

De andra tva ar kuber. Vilka siffror kan sta pa kubernas sidor for att man ska
kunna bilda alla datum?

3. Kan en kvadrat klippas upp i
(a) en 30-horning och fem femhorningar?

(b) en 33-horning och tre tiohdrningar?



Uppgifter att I16sa enskilt
Los rebusen:

I+HE+HE+HE+HE+HE+HE+HE+HE =US

Som vanligt star likadana siffror for likadana bokstaver och olika star for olika.

Hur kan man plantera nio trdd sa att det bildas exakt 10 rader med tre trad i
varje?

(a) Kan en schackhast besoka alla rutor pa ett 4x4-brade utom en hornruta
exakt en gang?

(b) Kan man gora sa fast man besoker alla rutorna exakt en gdng?
(a) Kan talet 2021 skrivas som en summa av fem tal sa att alla siffrorna i
termerna man skriver upp ér olika?

(b) Och som en summa av sex tal med samma villkor?

Elliot skrev upp 10 pa varandra foljande naturliga tal, bytte plats pa dem pa
nagot sétt och skrev upp siffrorna utan mellanslag och fick da talet E. Tage skrev
upp 11 pa varandra foljande naturliga tal, kastade om dem och skrev sedan upp
talraden utan mellanslag och fick talet 7. Kan E = T?

Vilket dr det minsta antalet papperstrianglar som behovs for att sla in en kub
utan vare sig hédl eller 6verlapp?

17



G. Combinatorics | )

[2 juli ]

1. In how many ways can we put 7 pearls on a wire such that no two pearls next
to each other have the same colour? We can use pearls of 3 colours?

, {n)

%

2. In how many ways can a 2x 15 board be filled with L-shaped pieces?

2 x 15-braet L-brik

3. Valentina has 5 different kinds of light chocolate and 5, and 5 different kinds
of dark chocolate. In how many ways can she eat the chocolate, if she wants to
eat dark and light chocolate alternatingly?

4.
¢ In how many ways can you pick a group of 2 students among 10 students?
* In how many ways can you pick a group of 3 students among 10 students?

* Can you make a general formula? In how many ways can you make a group
of m students among n students?

Definition. Let m and n be integers such that m < n. We denote the number of
ways to pick m elements among n different elements by ()

5. () = ()

6 M +G) + 1)+ () =2

n




In how many ways can Benjamin walk home following the straight lines, if he
will take the shortest path?
~ ‘,ﬁ

%

(*) An ant is in a corner on a rubix cube. He wants to crawl the shortest way
to the opposite corner, following the edges of the rubix cube. In how many ways
may he do this? How can you generalize this to arbitrary sizes of the cube, and to
higher dimensions?

There are 10 horses standing in a row. Because of a dangerous virus, the farmer
has decided to built 3 walls between the horses. In how many ways may the
farmer do this?

4 robbers have stolen 10 (identical) horses. In how many different ways can
they divide the horses between them? (Some robbers may receive 0 horses).

In how many ways can you choose 5 positive integers x1,x2,x3,x4, x5 such that
their sum is 25?

Come up with a general formula: In how many ways can you divide m (iden-
tical) horses among n robbers?

(D42 Q) +3:(G) =1 () +ne () =n-2"

19



@. Combinatorics Il ]

3jul )

1. How many diagonal lines are there in an 10—gon? How many are there in an
n—gon?

2. Towalk home, benjamin will walk two times up, and n times right (the shortest
path). In how many different ways can he do this?

Ri)

AL
when n=8

3. There are 200 different pieces of candy in a box. In how many ways can you
pick 198 of the pieces?

4. En klasse med 20 elever skal velge en formand, en naestformand og en kasse-
rer. P4 hvor mange mdder kan dette gores?

5. Enklasse med 20 elever skal veelge 3 elever til elevradet. P4 hvor mange mader
kan dette gores?

6. (*) In how many ways can you place k towers on a n x n chessboard, such that
they do not threaten each other?

7. There are 10 horses standing in a row. Because of a dangerous virus, the farmer
has decided to built 3 walls between the horses. In how many ways may the



farmer do this?

4 robbers have stolen 10 (identical) horses. In how many different ways can
they divide the horses between them? (Some robbers may receive 0 horses).

In how many ways can you choose 5 positive integers x1,x2,x3,x4, x5 such that
their sum is 25?

Come up with a general formula: In how many ways can you divide m (iden-
tical) horses among n robbers?

(*) A box contains a lot of socks. The socks are either red or blue. The total
number of socks is not greater than 1993. If you pick two arbitrary socks from the
box, the possibility that they have the same colour is 3. Given this information,
what is the largest possible number of red socks?

2]



(9. Kombinatorik 3: Visuella uppgifter )

[4 juli j

1. Hur mdnga kvadrater kan man se pa ritningen?

(a)

(b)

2. Hur manga trianglar kan man se pa bilden?

3. Pa en cirkel finns 5 r6da, 7 bld och 9 grona punkter. Hur manga olika trianglar
gdr det att skapa med hjilp av punkterna om

(a) alla hornen mdste vara grona?

(b) alla hornen maste vara av samma farg?

(c) alla hornen maste vara av olika farger?

(d) inte alla hornen ska vara av samma farg?

4. Pa ett rutat papper finns en 6x10-rektangel. P4 hur manga satt gar det att
markera en rektangel vars sidor gar langs med rutnétets linjer?

5. Hur manga olika delrdtblock finns det i en n x m x k-ratblock?



60. Logik I: Pastdenden och slutledningar
[2 jul j

Definition. Ett pdstdende dr nagonting som kan vara antingen sant eller falskt.
Dessa finns i flera olika former, bland annat som slutledningar.

Definition. Logiskt och betyder att alla pdstdenden som hor till maste vara sanna
for att pastdendet som helhet ska vara sant.

Definition. Logiskt eller betyder att dtminstone ett av pdstdenden som hor till
madste vara sanna for att pastdendet som helhet ska vara sant.

Definition. Logisk negation ger ett pastdende som ér tvartom det ursprungliga.
Det dr sant ndr det ursprungliga pastadendet ar falskt och vice versa.

1. Vilka av meningarna dr pastaenden?

@ 5

(b) Jag dr en manniska

(c) Solen é&r en stor gul apelsin.

(d) Programmering &r bést.

(e) Matematik, kollo och plustecken.
2. Vilka av pastdenden nedan &r sanna?

(@) Just nu dr det sommar och Hugo &r en jétte.

(b) Just nu &r det vinter eller Hugo &r en ménniska.

(c) Just nu dr det sommar eller Benjamin &r en ménniska.
3. Formulera negationer (matematiska motsatser) till f6ljande meningar:

(a) Végen svinger at vénster.

(b) Talet x &r mindre dn 17.

(c) Findus é&r fagel eller fisk eller mittemellan.

(d) Det ar soligt.

(e) 5+2=7



Formulera ett pastdende som
(a) Alltid ar sant.
(b) Alltid &r falskt.
(c) Inte gar att veta om det dr sant eller falskt.
Vilka av dessa slutledningar &r sanna?
(a) Jag har en fotboll. Alla fotbollar &r runda. Alltsd har jag minst en rund sak.

(b) Varje gdng jag far alla rétt pa ett prov ater jag glass. Idag at jag glass, alltsd
har jag fatt alla ratt pa ett prov.

(c) Jag har en liten och gron katt, alla starka katter dr grona. Alltsa dr min katt
stark.

Vilka av pédstdenden nedan &r sanna?
(a) Om Usain Bolt har sprungit snabbast i viarlden sa har han ett virldsrekord.
(b) Om Usain Bolt har sprungit snabbast i varlden sd &r Jupiter en planet.
(c) Om 5 > 11 sd ar Jupiter en planet.
(d) Om 5 > 11 sa ligger Linkdping i Indien.
(e) Om Usain Bolt har sprungit snabbast i vdrlden sd ligger Linkoping i Indien.
Extra: Betrakta meningen: “Om denna mening &r sann sd existerar jultomten”.
(A) Ar meningen sann?
(B) Existerar jultomten?
(C) Varfor ar meningen konstig?

Extra: En mattekollodeltagare vet inte riktigt var busshallplatsen ligger. Hen
vet att den antingen &r precis utanfor Ormbunken eller vid matsalen eller pd and-
ra sidan fotbollsplanen. Hen fragar kolloledarna A, B, C, D, E om rdd. Problemet
dr att vissa av ledarna alltid ljuger (medan andra alltid talar sanning), men eleven
vet inte vem som dr av vilken sort. Foljande rdd gavs:

(A) Busshéllplatsen &r precis utanfér Ormbunken!

(B) Klart att hallplatsen ligger vid matsalen!

(O) Det idr inte sant att bade A och B ljuger hela tiden!
(D) Jag lovar att A ljuger eller B talar sanning!

(E) Lyssna pa mig: Jag ljuger eller sa dr C och D av samma sort (badda lognare
eller bdda sanningssagare).
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@1. Logik Il: Mé&ngdiéra )
[Sjuli j

1. Rita tvd mangder: Personer som spelar Minecraft (M) och personer som spelar
League of Legends (L). Markera sedan foljande pa var sin bild:

(a) Personer som spelar Minecraft och LoL (M NL).

(b) Personer som spelar Minecraft eller LoL (M UL).

(c) Personer som spelar Minecraft, men inte LoL (M \ L).
(d) Personer som inte spelar Minecraft (M).

(e) Personer som spelar exakt ett av spelen. Hur skulle man kunna beteckna
den delen?

2. Tre méangder skdr varandra sd som bilden visar. Hur kan man uttrycka den
roda delen med hjélp av bokstdverna A, B,C samt symbolerna U, N, \?

3. Vilka av dessa likheter ar sanna?

(d) ANB=ANB
4. Vilka av dessa uttryck betecknar samma méangd?

(@ BNCNA



(b) BNCNA

(c) AU(BNC)

(d) (B\A)N(C\A)
(e) (C\B)U(C\A)

Ar det sant att AN (B\C) = (ANB)\ (ANC) och AU (B\C) = (AUB)\ (AUC)
gdller for alla mangder A, B och C? Bevisa eller ge motexempel!

Pa ett dagis fanns massa kort for att lara sig att ldsa, pa nagra star det "HA”
och pa nagra star det “"KA”. Varje barn fick tre kort. Det visade sig att 20 barn
kunde bygga ordet "HAHA” med sina kort, 30 barn kunde bygga "KAKA” och
40 barn kunde bygga "HAKA”. Hur médnga av barnen hade tre likadana kort?

Extra: Alex, Benjamin och Clara skrev var sin lista pa filmer de hade sett det
senaste aret, totalt hade de sett 25 olika filmer tillsammans. Alexs lista blev 16
filmtitlar lang, Benjamin hade sett 17 och Clara hade sett 9 filmer. Nagra filmtitlar
fanns da forstds med pa flera listor: Alex och Benjamin hade 10 filmtitlar som de-
ras listor hade gemensamt, medan Alex och Clara hade 4 gemensamma filmtitlar.
Hur manga filmer sdg Benjamin som ingen annan av de andra tva hade sett?

Extra: Victor, Ludvig och Hanna 16stes 100 matteproblem tillsammans. Var och
en av dem loste 60 problem. Lat oss sdga att ett problem var svart om endast en
person loste det och ldtt om alla tre 16ste det. Hur mycket skiljer sig antalet svara
problem fran antalet latta problem?

Extra: (frdn HMT-1988) Samtliga elever vid en skola tillfrdgades om sina sportak-
tiviteter. Det visade sig att 90% av eleverna spelade boll i ndgon form, 80% syssla-
de med friidrott, 70% akte skidor och 60% &kte skridskor. Ingen elev dgnade sig
at alla dessa fyra aktiviteter. Hur mdnga elever dkte skidor eller skridskor eller
baggedera?
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62. Logik Ill: Bin&ra tal
[4 juli j

Definition. Binndra tal ar tal som &r skrivna i basen 2. Det betyder att varje
siffra i talet endast kan anta vardena 0 eller 1, samt att varje position &r vard en
potens av 2 istdllet for en potens av 10 som vi dr vana vid nér vi rdknar “som
vanligt”.

» Exempel 6 3910 =3-10*+9-10°

100111, =1-224+0-2*40-22+1-22+1-2'+1.2°=32404+04+4+2+1

1. Konvertera foljande binéra tal till tal med bas 10:
(a) 110010101,
(b) 1001001,
(c) —1110101100,
(d) —100010,
2. Konvertera foljande tal med bas 10 till binéra tal:
(a) 3829
(b) 459
(c) —227,9

3. Berdkna foljande operationer pa tva sdtt, bAde med hjdlp av och utan konver-
tering till tal med bas 10:

(a) 1010011001, 4100101001010,
(b) 101011011, + 111111111,

(c) 111001011, — 101001011,

(d) 110101, — 111010,

4. Berdkna foljande operationer pa tva satt, bdde med hjélp av och utan konver-
tering till tal med bas 10:

(a) 10101010101, - 1010101101,
(b) 110100000, - 11110000000,



Vad hinder med ett bindrt tal om man
(a) fordubblar talet?
(b) halverar talet?
(c) multiplicerar talet med 8;¢?
Berédkna resultatet utan att omvandla talen till decimala talsystemet:
(a) 10000, - 100,
(b) 10101, - 1010,
(c) 111115-1;
Anders tanker pa ett tal mellan 1 och 1000. Man far stélla “ja/nej”-fragor till

honom {or att gissa talet. Kan man garanterat gissa hans tal pa 10 frdgor?

Dela upp en 7 x 7-kvadrat i nio rektanglar (inte nodvandigtvis olika), sa att
man med hjdlp av dem skulle kunna bygga vilken rektangel som helst, sa linge
den har sidor som ér 7 eller mindre. (Har menar vi alltid rektanglar, vars sidor
mats i ett helt antal rutor.)

Extra: Du sitter i en fangelsehdla och en vakt kommer till dig med ett erbjudan-
de. Han sdger att han kommer ldgga upp mynt (totalt 64 st.) pa ett schackbrade,
ett mynt i varje ruta och det kommer vara slumpat for varje mynt huruvida det
ligger med krona eller klave uppat. Déarefter kommer vakten peka pa en ruta. Du
far sedan en mojlighet att vanda upp-och-ner pa exakt ett av mynten, vilket du
vill.

Darefter kommer en kompis in i rummet, som far se schackbréddet och far gissa
vilken ruta vakten pekade pd. Gissar han rétt, far ni bada ga fria. Hur kan du och
kompisen komma 6verens om en strategi som garanterar er frihet, oavsett hur
vakten gor?
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13. Logik IV: Logiska kretsar

S juli

Om falskt ar 0 och sant ar 1 (och alla andra tal som ér storre dn 1), sa kan vi
rdakna med sant och falskt som med binara tal:

0+0=0 0-0=0
0+1=1 0-1=
1+1(=10)=1 1-1=

Vilken av + och - 4&r matematiskt “och” och vilket 4r matematiskt “eller”?

» Exempel 7 Nedanstdende figur visar hur man kan beskriva logiska operationer
med hjdlp av elekriska kretsar: .

Inte (byter virde) Eller (sann om ett ingdende varde &r sant)

o =

Och (sann om alla ingaende varden 4r sanna) Antingen eller (sann om exakt et av ingédende vérdena &r sann)

=D —

Berdkna vad kretsen nedan genererar om:
@ a=1,b=0ochc=1
(b)) a=1,b=10chc=0
(c) a=0,b=10ochc=1
(d) a=0,b=00chc=1




Gor en sannningstabell for nedanstadende krets:

a
c
Forklara hur man kan generera vérdet 1 i nedanstdende kretsar:

%}%

Undersok vad de nedanstdende kretsarna genererar:

_PTD—

Visa att de nedanstdende kretsarna fungerar likadant:
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Extra: Rita kretsen som fungerar precis som uttrycket a-b+a-c. Ledning: Nir
uttrycket dr skriven pd den formen tar man alltid “multiplikationen” forst. Ing hjilp av
uppgift 1.

Extra: Lat a och b vara 2-siffriga binédra tal, och 1at ¢ vara ett tresiffrigt binart
tal. Berdkna c for ndgra varden pa a och b i den nedanstdende kretsen. Kan du
komma pa hur kretsen fungerar?

i

= |
J—p

Extra: (1-bit adderare) Svante trottnade pa att gora uppstillningar for att ad-
dera bindra tal med varandra. Han vill darfor istdllet bygga en krets av logiska
grindar som gor jobbet at honom. Hjdlp honom med detta problem!

Kretsen ska alltsa ta in tva bindra tal a och b som dr 1 bit stora, och ge resultatet
c enligt ¢ = a + b. Kretsen ska dven ge ut en sa kallad carry-bit som vi betecknar
med c,,,. For att vara riktigt anvdandbar ska kretsen dven ta in en carry-bit fran en
tidigare addition som vi kallar c;,.

Ledning: Detta gdr att gora pd flera olika siitt, men det dr maojligt att 10sa uppgiften med

/awii

endast 5 grindar om man blandar "antingen eller”, “och” och "eller”-grindar.

Extra: (4-bits adderare) Kretsen fran uppgiften innan ar fortfarande inte till-
rackligt anvandbar tycker Svante. Hjdlp honom att generalisera genom att bygga
ihop flera block sa att din nya krets kan ta emot 2 st 4-bitarstal och summera dem
till ett tal med upp till 5 bitar!

Ledning: Anvind din l0sning frdn uppgiften innan. Det dr okej att hitta pd en ny symbol
som definieras som en samling av grindar som du bestimmer.
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14. Erovringar grona gruppen
S juli

Regler. P4 tavlan finns en karta. Varje lag far en lista med problem. Problemen
kan 16sas i valfri ordning. Pa varje problem har man tva forsok att lamna in ratt
svar (endast svar ldamnas in). Om ett svar ar rdtt far laget ta ett valfritt ledigt
omrdde pa kartan. Om ett lag vill ta 6ver ett omrdde som dr upptaget mdste man
ha ritt pd tvd (nya) problem. Laget som har flest omraden i slutet vinner.

Bestdm alla mdjliga 16sningar till matematiska rebusen J-AHA = MEH.

Satt ut (alla) siffrorna 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9 i en 3x3-tabell sd att summan av
talen i varje rad, varje kolumn och varje stordiagonal blir exakt samma.

Kan man fordela 99 notter i 10 hogar pa sa satt att alla hogarna innehaller olika
manga notter men ingen hog dr mer dn tre ganger sa stor som en annan? Om det
gdr, visa hur man kan gora.

Dela upp en liksidig triangel i 7 mindre liksidiga trianglar (som inte behover
vara lika stora).

Under Mattekollo slappte kollokatten Matte foljande pa Valentinas matta: sex
grd moss, tolv moss utan svans och femton moss som hen tuggat lite pa.

Dessutom sa var bara en mus grd, utan svans och tuggad pa. Tva var grd och
svanslosa men hade inte blivit tuggade pa, och sa fanns det tva moss som var gra
och tuggade pa, men hade kvar sin svans.

Om det totalt fanns 24 moss pa Valentinas matta och alla var antingen grd, svans-
16sa eller tuggade, hur manga var svanslosa och tuggade men inte gra?

Tusen hundar skakar tass med varandra. Hur médnga tasskaningar sker om
varje hund skakar tass med varje annan hund?

Karin har bakat en ljuvlig kladdkaka och stillt i matsalen. Efter att stadpatrul-
len har varit och stddat marker hon dock att den har blivit d4r uppaten. Stadpatrul-
len bestod av Mika, Elliot och Anders. Nar Karin frdgar ut dem inser hon att 2 av
dem ljuger och 1 talar sanning.

Mika: Elliot at kladdkakan.

Elliot: Mika ljuger.

Anders: Jag at inte kladdkakan.

Vem var det egentligen som &t kladdkakan?

Det finns sex trddar. Varje trdddnde paras ihop med en annan trdddnde sen
knyts dessa dndar samman. Vad dr sannolikheten att de bildar exakt en ring?

Alla heltal frdn 1 till 1000 skrev man pa rad i féljande ordning. Forst skrev
man alla tal som har siffersumma 1 i stigande ordning, sedan talen som har siffer-
summa 2 i stigande ordning, sedan siffersumma 3 pa samma satt, och sd vidare.
Vilket tal star pa plats 996?



10. Tva lika stora bocker skall laggas i en ldda som dr kubformad. Nar en bok
laggs med sin storsta sida mot lddans botten far den precis plats till ytan. P4 hur
manga olika sdtt kan bockerna laggas i lddan?

11. Vad ska std under den sista raden?
1

11

21

1211

111221

312211

12. Bestdm antalet positiva heltal som &r mindre eller lika med 1000 och som inte
ar delbara med 3,4,5 eller 6.

13. Nio likadana faglar dter mindre &n 1001 frén, medan tio fdglar av samma sort
dter mer dn 1100 fron. Hur ménga fron dter varje fagel?

14. Bestdm antalet kortaste vagar fran A till Z.

A

15. Hur médnga femsiffriga tal finns det dar alla siffror dr jamna?

16. Satt ut raknetecken s att likheten blir korrekt:

9999 9=11

17. Dela upp rektangeln 6x9 i atta kvadrater.

18. I den morka skogen har den Magiska Granen vuxit i Over hundra ar. Varje
morgon vaxer det ut 1000 nya barr pa den. Varje barr lever i ett exakt 1 4r och dor
sedan av. Hur médnga barr hade den Magiska Granen exakt klockan 12.00 idag?
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1. Invarianter |

28 juni

P& tavlan sd dr ett antal trianglar och ett antal cirklar uppskrivna. Ett tillatet
drag dr att sudda ut en cirkel och en triangel. Gar det att sudda ut hela tavlan
med hjdlp av sddana drag om vi startar med 5 cirklar och 7 trianglar?

P& tavlan star talen 1,2,3,4,5,6,7,8. Erik véljer tva tal slumpmadssigt, suddar
ut dem, och ersitter dem med sin summa. Kan han fa talet 34? Vilka tal kan han
fa?

Kan schackbrade med 8 x8 rutor tickas med dominobrickor (2x1 rutor) om vi
tar bort tva diagonalt motstdende horn?

Pa tavlan star aterigen talen 1,2,3,4,5,6,7,8. Erik véljer tva tal, suddar ut dem,
och ersétter dem med sin positiva differens. Kan summanav talen pd tavlan ndgon-
sin bli 15?

Ett schackbrdde ar firgat som vanligt, med varannan ruta svart och varannan
vit. I ett drag far man byta farg pa alla rutor i en 2 (E 2 ruta eller pa alla rutor i en
rad eller kolumn. Gar det att byta farg pa ndgra rutor med dessa drag sd att exakt
en ruta dr svart i slutet?

Anna och Bjorn har en chokladkaka som bestdr av 7 x 10 rutor. Varje spelare
far antingen bryta av en bit av chokladkakan liangs en linje som separerar rutor
(sd7 x 10 3 x 10 + 4 x 10) eller 4ta upp en sammanhédngande bit. Den som éter
sista biten forlorar. Anna borjar. Vem kommer att vinna?

Vi startar pa en punkt med koordinater (1,0,0) i rummet. Ett 3-dimensionellt
springardrag dndrar en koordinat med 1, en annan koordinat med 2 och den kvar-
varande koordinaten med 3. Exempelvis sa kan vi ta oss fran (2,2,2) till (3,—1,0).
Kan vi ta oss fran (1,0,0) till (0,0,0) med en foljd av sddana springardrag?

Det finns 60000 personer i Karlstad varav 1 4r en zombie. Varje dag sa samlas
alla personer slumpmaissigt i grupper om 3. Om en grupp innehéller en zombie sa
blir alla tre personer i gruppen zombier. Vad dr sannolikheten att det finns precis
100 zombier efter 1 vecka?

Betrakta talet 9999°°%°. Tag dess siffersumma, och tag sedan siffersumman av
det och fortsitt pd samma sitt. Kan slutresultatet bli 7?



2. Invarianter Il

29 juni

Du har precis triaffat en drake med 100 huvuden, och den dr arg! Med ett slag
kan du hugga av antingen 5, 12, 17 eller 20 av huvudena, men dd véxer 17, 24,
2 respektive 17 nya ut. Om draken forlorar alla huvuden véixer inga nya ut, den
forlorar, och du blir en hjdlte! Kan du besegra draken?

Pa en tavla stdr 50 tal mellan 1 och 100. Vi kan i ett steg byta ut tva tal a och
b mot talen 442 och v/ab. Efter att ha gjort detta massor av ganger raknar vi ut
skillnaden mellan storsta och minsta talet som stdr pd tavlan. Visa att skillnaden
inte kan blir storre dn 99.

L&s i valfri ordning, gérna i grupp

Det finns tre hogar med 5, 49 respektive 51 stenar. Ett drag bestar antingen av
att man kombinerar tva hogar till en hog, eller av att man delar upp en hog med
ett jdmnt antal stenar i tv4 lika stora hogar. Ar det mojligt att med ett dndligt antal
drag dela upp stenarna bi 105 hogar med en sten i varje?

Betrakta planet med positiva heltalskoordinater {(a,b) | a,b € Z*}. Det ligger
en sten i nedre vanstra hornet pa vardera (1,1),(1,2) samt (2, 1). I ett drag far du
ta bort en sten (x,y) och placera en ny sten ett steg upp pa (x,y+ 1), och en annan
ett steg till hoger pa (x+1,y), givet att de koordinaterna dr tomma (annars far du
inte ta bort stenen fran (x,y)). Gar det att med ett 4ndligt antal sddana drag att fa
bort alla stenar fran de tre ursprungskoordinaterna?

Hugo spelar "Europeisk solitdar”. Bradet, som ser ut som bilden nedan, borjar
fyllt av stenar, utom en i mitten. Genom att hoppa en sten dver en annan, och
sedan ta bort den sten som hoppades 6ver, far man minska antalet stenar. Hugo
forsoker gora sa att det endast blir en sten kvar. Visa att det ar omojligt.

-~
/ N\

[ [ ]9] )

>

© 00

@
0|00 00O
0|00 00

0000000
000 000
0000000




3. Invarianter lll: Conway’s soldiers
30 juli

Idag l6ser vi ett mer komplicerat invariantproblem:

Pa ett odndligt rutnét finns en lang rdt linje dragen. Under linjen far vi i borjan
placera sd manga stenar vi vill, men hogst en sten per ruta. Ddrefter far vi lov
att ta en sten och hoppa Over en intilliggande sten, om rutan vi hoppar till ar
tom. Stenen vi hoppade 6ver tas da bort fran planen. Mélet ar att komma sd langt

ovanfor linjen som mojligt.

0e
o

OO0
OO0

Uppvérmning (10 min)

Hur kan vi gora for att komma
(a) ett steg ovanfor linjen?
(b) tva steg ovanfor linjen?
(c) tre steg ovanfor linjen?

(d) fyra steg ovanfor linjen?

Rad 5

Vi ska nu visa att det dr avsevart mycket svarare att nd rad 5. I den hér uppgif-
ten far du visa detta, steg for steg. I slutet gar vi igenom det fullstindiga beviset
tillsammans. For att gora det kommer vi betrakta en mdlruta som ligger pd femte
raden ovanfor linjen, och ge den vikten 1Y = 1. En ruta som ar n steg ifrdn den far

vikten x.

(a) Visa att i ett hopp sa kommer den totala vikten av alla rutor med stenar i
dndras med ett tal pa formen (x* —x — 1)x", —x" eller (1 —x —x?)x", for nagot

n.

(b) Bestdam vilka viarden pa x som gor sa att den totala vikten av alla rutor med
stenar i aldrig okar. Denna typ av invariant kallas ibland dven monovariant.



(c) Visaattom 0 < x < 1 ochx*—x—1=0,sd ar
PR+t = Zx"zl
n=2

(d) Valj ett lampligt varde for x fran deluppgift (b) och bestim vad summan blir
av alla tal pa raden precis under mélraden, alltsd den fjarde raden ovanfor
linjen.

(e) Vad blir summan av alla tal pd raden som &r k steg under malraden?
(f) Vad ar summan av alla tal under malraden?
(g) Visa att vi aldrig kan na femte raden med ett dndligt antal stenar.

(h) Borja nu med att fylla alla rutor under linjen med (odndligt manga) stenar.
Visa att resonemanget inte nodvandigtvis haller langre. Kan vi lagga till en
begransning sa att vart resonemang héller igen?

(i) Gdin pd https://www.chiark.greenend.org.uk/~sgtatham/solarmy/
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4. Cardinality |

28 juni

Does there exist a set of natural numbers, such that a com-
puter program can not output exactly this list?

Lat oss betrakta tvd mangder X = a,b,c,d,e, f,g,hochY =A,B,C,D,E,F,G,H.
Valentina pastdr att mangderna ar lika stora (dvs innehaller lika ménga element),
men kan inte forklara varfor for Johan eftersom han inte kan rakna med sa stora
tal. Kan du forklara varféor mangderna har lika manga element utan att rdkna
dem?

Kan du ge en definition pa nér tvd méangder har lika manga element, (utanatt
involvera att verkligen rdkna elementen)?

Testa din definition!
1. Visa att varje mangd &r lika stor som sig sjdlv.

2. Visa att om méangden A &r lika stor som madngden B och om méngden B dr
lika stor som méngden C sd d&r médngden A lika stor som C.

Vi sédger alltsd att tva mangder X,Y &r lika stora om vi kan hitta en funktion f
fran X till Y sd att f(x;) = f(x2) innebér att x; = x, (tva olika saker maste hamna
pa olika stdllen) samt att for varje y € Y sa existerar det ett x € X sd att f(x) =y
(dvs vi tréffar varje grej i y). Mindre formellt sd innebéar det att vi kan para ihop
elementen fran X och Y sa att alla far precis en "kompis".

Visa att foljande par av mangder &r lika stora:

1. Positiva heltal och heltal.

Reella tal x sddana att 0 < x < 1, och reella tal y sddana att 1 <y < 10.
Positiva reella tal x och reella tal y sddana att 0 <y < 1.

Reella tal och reella tal utom nollan.

Heltal och rationella tal (numbers that can be written as a fraction).

AN

Reella tal och par av reella tal (dvs &r planet lika stort som linjen)?

En talfoljd dr en sekvens av tal (kan vara heltal, reella tal etc beroende pa
situationen, i denna uppgift sd antar vi att det ar heltal). Ett exempel kan vara
foljden 1, 2, 3, 4,... Visa att samtliga talféljdsmédngder nedan ar uppréakneliga.

1. Méngden av talfoljder som efter ett tag blir 0.

2. Miangden av talfoljder som efter ett tag blir konstant (exempelvis 1, 2, 3, 3, 3,
3,...).



3. Méngden av talfoljder som efter ett tag blir periodiskt (dvs den borjar upp-
repasig, tex.1,2,3,4,3,4,3,4,..).

Visa att mdngden av alla talfoljder (av heltal) INTE é&r lika stor som madngden
av alla heltal.
Visa att det inte finns lika manga heltal som reella tal.

Let A be a set of circles in the plane, so that no two circles intersect each other.
What can be the size (cardinality) of A?

Let A be a set, and let P(A) be the set of subsets of A. Can A and P(A) have the
same cardinality?
Can you come up with a definition for when a set A is has smaller cardinality
than a set B?

Testa din definition!
1. If |A| < |B| and |B| < |C| then |A| < |C|
2. If |A| < |B| and |B| < |A| then |A| = |B|

(JA| denotes the cardinality of A).

40



Mathematical Infinity
by Antoly Fomenko



@. Cardinality 1l
[29 juni j

Definition. Two sets A, B have the same cardinality, if there exists a bijective map
from |A| to |B|. We write |A| = |B].

1. Prove that the following definitions of |A| < |B| are equivalent:
e There exists an injective map from |A| to |B|.
* There exists a surjective map from |B| to |A|.

2. Prove thatif |[A;]| < |Az| and |A;| < |A3] then |A;] < |Aj3).
3. Prove that if |A| < |B| and |B| < |A| then |A| = |B|.

4. Using the theorem above, is it easier to prove some of the problems from
yesterday? For instance:

e Reella tal och reella tal utom nollan.

* LetAbe a set of circles in the plane, so that no two circles intersect each other.
What can be the cardinality of A?

5. Prove that for all sets A, we have |A| < |P(A)|.

Definition. A subset A of N is enumerable if there exists a computer program
that lists all of the elements of A (in any order). The list might be infinite, in
which case the computer program will run indefinitely.

Definition. A subset A of N is computable if there exists a program that takes an
integer x as input and returns 1 if x € A, and 0 if x ¢ A.

6. Is every computable set enumerable?

7. Let A be an enumerable set, such that the compliment of A is also enumerable.
Is A necessarily computable?

8.

a) Let A be an enumerable set. Prove that there exists a program, taking a po-
sitive integer x input, such that the program stops running if and only if
x € A.

b) If such a program exist, is A necessarily enumerable?
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(6. Riemann Circle

[30 juni j

The Riemann sphere maps the plane to a sphere as shown below.

We can map the plane to the sphere, rotate the plane, and then map the sphere
back to the plane. This is a transformation of the plane, called inversion.

1. The transformation is almost one-to-one. But one point disappears (is not sent
to any other point), and another point appears (it is not the image of any other
point). Which points? We call the point that disappears for X.

2. Let £ be a line through X. What is the image of ¢ after the transformation?
3. Let Q be a circle through X. What is the image of Q after the transformation?

4. (*) What is the image of an arbitrary circle of a line, under the transformation?
What happens to angels under the transformation?



5. The following four problems look very similiar, maybe you can see that their
proves are basically the same? How can they be sent into each other using the
transformation above?
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(NMC 2007 Upgave 4) En linje genom en punkt A skir en cirkel i tvd punkter
B och C pa sddant sitt att B ligger mellan A och C. Fran punkten A dras de tva tan-
genterna till cirkeln. De tréffar cirkeln i punkterna S och 7. Lat P vara skdrningen
mellan linjerna ST och AC. Visa att AP/PC =2-AB/BC.

Look through Akopyan’s geometry in figures https:/ /users.mccme.ru/akopyan/papers/EnG
What problems can you solve using this technique?

How can this theory be generalized to higher dimensions?
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/. Grafteori 1: Rita en graf

2 juli

Uppgifter fér gruppdiskussion

I vart solsystem finns 8 planeter och Pluto. Foljande rutter erbjuds av rymd-
turismen (bade fram och tillbaka): Jorden-Merkurius, Pluto-Venus, Jorden-Pluto,
Pluto-Merkurius, Merkurius-Venus, Uranus-Neptunus, Neptunus-Saturnus, Saturnus-
Jupiter, Jupiter-Mars, Jupiter-Neptunus, Mars-Uranus. (a) Gar att ta sig fran Jor-
den till Mars pd ndgot sitt? (b) Vilka av scheman nedan kan representera ruttsy-

S 2/

(c) Finns ndgon planet pa schemat som man kan bestimma namnet pd?

I en klass finns 30 elever, var och en har exakt tva vanner i klassen. Vilket ar
det maximala antalet par man garanterat kan organisera en dans med om de tva
personerna i varje par maste vara kompisar?

(a) P4 ett schackbrédde finns tva likadana pjdser. Pa ett drag far man flytta en
av pjdserna till en angransande ruta vagratt eller lodratt. Kan pjdserna sta spegel-
symmetriskt kring mittlinjen om man jamfor med startpositionen efter exakt 101
drag? (b) Samma fraga, men for fem likadana pjaser.

Benjamin ritar upp en 6 x 6-kvadrat och malar sedan dess rutor, en i taget.
Varje gang han médlar en ruta sd skriver han in ett tal i den rutan som ar lika med
antalet redan mdlade grannrutor till den. Nar Benjamin &r fardig med att mala
hela kvadraten s summerar han alla talen i rutorna. Visa att Benjamin kommer
fa samma summa oavsett i vilken ordning han malar rutorna.

Uppgifter att I6sa enskilt

I en klass finns nagra elever, bland andra Klara och Felix. Nér en av eleverna
tyller ar (alla fyller ar olika dagar) sd bjuder hen in alla sina bekanta i klassen. P&
fodelsedagskalaset lar alla tidigare obekanta kdnna varandra (och det dr det enda
sdttet att lara kdnna varandra). Man vet att under ett ar sa ldarde inte Klara och

Felix kdnna varandra. Visa att de inte kommer liara kdnna varandra i framtiden
heller.



Det finns n stenar som alla vdger olika. Pa en viagning pd en balansvdg sa
kan man jaimfora vikten pa tva stenar. Vilket dr det minsta antalet vagningar som
behovs for att garanterat hitta den ldttaste stenen?

Det finns tio tal a;,as,...,aj0. Man vet att det finns minst 37 heltal bland de
parvisa summorna a; +a; (i # j). Visa att alla talen 2ay,2a»,...,2a dr heltal.

I en hog finns 25 stenar. Hogen delas upp i tvd hogar, sedan delas en av ho-
garna upp i tvd och sa vidare tills man far 25 enskilda stenar. For varje delning
skriver man upp produkten av antalet stenar i de tvd nya hogarna som man fick.
Bestdim summan av alla tal man skrivit upp nédr man &r klar med alla delningar.

(a) Tva likadana pjdser star pa ett schackbrédde. Pa ett drag far man flytta en av
pjdserna en ruta lodrétt eller vagratt. Kan pjaserna komma till en position som &r
symmetrisk till den ursprungliga relativt mittlinjen pa exakt 2023 drag?

(b) Fem likadana pjéser star pa ett schackbrédde. Pa ett drag far man flytta en
av pjdserna en ruta lodrétt eller vagratt. Kan man fa en position som ar rotations-
symmetrisk med den ursprungliga pd exakt 2023 drag?

Karin har fatt tag pa en trasig passare dar man inte kan dndra avstandet mel-
lan skdnklarna. Hon lyckades stélla passaren pa ett rutnit sa att bada spetsarna
hamnade i punkter med heltalskoordinater. Sedan bestimde hon sig for att flytta
passaren pad sd sétt att ena spetsen satt kvar medan den andra flyttades till en ny
punkt med heltalskoordinater. Sedan véxlar hon vilken spets som stdr still i ndsta
drag medan en andra byter heltalspunkt och sa vidare. Kan hon genom sddana
drag uppnd en situation &r passaren star dar den fanns fran borjan fast spetsarna
har bytt plats?
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8. Grafteori 2: Se vagar och cykler
3 juli

Bra-att-ha-fakta-1: Om graden for varje nod i en dndlig graf dr lika med 2, s& kan
den delas upp i cykler som varken har gemensamma noder eller kanter.

Bra-att-ha-fakta-2: Om graden for varje nod i en dndlig graf d4r hogst 2, sd kan den
delas upp i cykler och kedjor som varken har gemensamma noder eller kanter.

Uppgifter fér gruppdiskussion

20 elever 16ste 20 problem. Man vet att varje elev 16ste exakt 2 problem och att
varje problem lostes av exakt 2 elever. Visa att man kan fa eleverna att redovisa
var sitt problem pa tavlan sa att var och en redovisar ett problem hen l6ste.

Pa en fotbollsturnering ska alla lag spela mot alla andra en gang. Efter ndgra
dagar med matcher visade det sig att man kunde ordna vilka fem lag man &n
tog i en cirkel sa att varje lag redan hade spelat mot bade laget till vanster om
dem och till hoger om dem. Visa att man kan spela klart fotbollsturneringen pa 3
dagar. (Varje lag kan spela hogst en match per dag).

Uppgifter att I16sa enskilt

Det finns 20 parlor av 10 farger, tvd parlor av varje farg. De lades pa ndgot satt
i 10 tandsticksaskar, med 2 pérlor i varje ask.

(a)Visa att man kan vélja en pérla fran varje ask sd att man véljer exakt en
pérla av varje farg.

(b) Visa att antalet sdtt att vdlja pdrlorna sa som i punkt (a) dr en nollskild
tvapotens.

I ett gdng med barn har varje barn minst d vanner. Visa att man kan bilda
(a) en kedja (b) en ring
med atminstone d + 1 barn om bara barn som &dr vanner far halla hand.

I ett land finns det enkelriktade viagar mellan vissa stdder. Varje stad har lika
manga védgar som leder in som leder ut ur den. Man kan ta sig fran vilken stad
som helst till vilken annan stad som helst, kanske genom att bryta mot trafikla-
garna ibland. Visa att man kan dven gora det utan att bryta mot trafiklagarna.

I en kinesisk telefonkatalog har varje telefonnummer lingden n och bestar
bara utav nollor och ettor. Var och en av 2" kineser ringde till alla nummer som
skiljde sig med endast en siffra fran deras egna. Visa att alla kineser kan bilda en
ring sd att de som stdr bredvid varandra redan har pratat.

I en sammanhéngande graf G finns en nod med graden 101. Visa att alla kanter-
na kan fargas i svart och vitt s att for varje nod sa skiljer sig det vita gradantalet
och det svarta med som mest 1.



9. Grafteori 3: Berdkningar pd grafer
4 juli

Notation. I en graf 1at E std for antalet kanter (edges), V for antalet noder (vertices)
och C for antalet ssmmanhadngande komponenter (components).

Bra-att-ha-fakta 1. (a) I etttrdid &r E =V —1. (b) I en graf utan cyklerdar E =V —C.

Bra-att-ha-fakta 2. (a) I en sammanhéngade graf géller E >V — 1.
(b) I alla grafer gdller E >V —C.

(a) Kan kubens kanter médlas i tva farger sa att det mellan varje par av noder
finns en vdg av ena men ocksd en vdg av den andra fargen?

(b) Kan kanterna i grafen pa bilden fargas i tvd farger s att det mellan varje
par av noder finns vdgar av bdda fargerna?

(a) Ett schackbrade byggdes ihop av tdandstickor, dér en tdndsticka dr en sida
pa en ruta. En skalbagge sétts i en av rutorna. Den kan inte krypa over en tand-
sticka. Hur médnga tandstickor som minst mdste man ta bort for att skalbaggen
ska kunna krypa till alla schackbréddets rutor?

(b) En oljeshejk delade upp sitt envdningspalats i 64 likadana kvadratiska rum
och delade sedan upp rummen i sju ligenheter (genom att sitta in dorrar i vissa
vaggar mellan rummen). I varje lagenhet bosatte sig en fru till shejken. Varje fru
kan ga till alla rummen i sin ldgenhet utan att ga in till de andra fruarna. Vilket
ar det minsta antalet dorrar som shejken behovde sitta in?

Det finns n stenar som alla véger olika. Pa en vigning pa en balansvag far man
jamfora tvd av stenarna. En expert vet hur mycket varje sten viger, men domsto-
len vet inte det. Genom vdgningar pd balansvdgen madste experten bevisa att den
stenen han har pekat ut dr den lattaste. Vilket dr det minsta antalet vdagningar
experten behdver?



I landet Borginia ligger alla stider pa en jarnvégsring. Dessutom sd finns det
extra jairnvagar fran huvudstaden till alla de andra stdderna, férutom dem som
den redan dr kopplad med ldngs med ringen. Borginias borgmaéstare delade upp
jarnvagsnatetet i spar mellan tvd anslutna stdder. Dessa spar skulle séljas till tva
konkurrerande bolag, men pa sé sitt att man skulle kunna ta sig mellan valfria
tva stader bade bara via ena bolagets spar och bara via andra bolagets spar. Ar
det mojligt att sélja sparen pa det hér sattet?

En klass har 30 elever. P4 en mdnad presenterades det 29 mattelosningar munt-
ligt och varje gadng var det ett par av elever framme vid tavlan. Visa att man kan
dela ut podang fran 1 till 5 till varje elev sa att dtminstone en far en femma och
dessutom kommer summan i varje redovisningspar vara 8.

Mormor bakade en paj till slakttraffen. Hon vet inte exakt hur manga som
kommer pa sldkttraffen, men hon vet att det antingen blir 17 eller 20. Vilket &r det
minsta antalet bitar (inte nddvandigtvis lika stora) ska hon dela upp pajen i, for
att det ska kunna delas lika mellan alla sldktingar oavsett?
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60. Dynamiska system |
[1 juli j

Definition. Ett dynamiskt system &r ett system som forandras over tid.

Dynamiska system anvéands for att modellera exempelvis biologiska popula-
tioner, nationalekonomi eller fysikaliska fenomen. Det &r en véldigt generell for-
mulering av en observation, och vi kommer under dessa lektioner att studera
olika verktyg som hjdlper oss forsta intressanta saker om dessa system.

Definition. En differentialekvation dr en ekvation som relaterar okdanda funktioner
och dess derivator.

Exempel:
d*x  dx
mW—FbE—FkX:O, X:X(I)
Eftersom vi kommer att skriva manga tidsderivator anvander vi den kortare

. dx d*x
notationen — =i (och — = ¥ osv.).

En derivata beskriver hur en funktion forandras.

Generellt sett dr det enklare att hantera forsta ordningens termer, &ven om det
innebdr fler ekvationer. Vi kommer darfor ofta gora omskrivningar pa formen:

X1 = f1(x1,%2,...,%,)
)'cz:fz(xl,...,xn) (10 1)

xn:fn(xla---axn)

Exempel: Lat x = f(x) = 1 —x°. Hitta systemets fixpunkter och klassificera dem.
Losning: Skissa X mot x.

1. Klassificera alla fixpunkter till de dynamiska systemen nedan genom att skissa
fasrummet.
Tips: Det kan vara ldrorikt att skissa X mot x for hand, men om du vill ha hjilp kan du gd
in pa:

www. desmos. com/ calculator

(@) x=5x+5
b) 1+x+x24+%=0
(c) x=x(1—x?)

(d) 5x+2x'—2=0 Fortsittning pd nista sida.


www.desmos.com/calculator

(e) x=x?

) x=x°

(g i=(x—7m)(x—2)x—1)x)(x+1)(x+2)(x+7)
Konstruera ett dynamiskt system sddant att:

(a) Varje reelt tal dr en fixpunkt

(b) Varje heltal &r en fixpunkt

(o) Inga fixpunkter finns

(d) Det finns exakt 3 fixpunkter, som alla &r stabila

(e) Det finns exakt 100 fixpunkter.

Studera fixpunkterna for x = ¢* — cosx. Det riicker att du hittar deras ungefiirliga
position.

Fallskdarmshopp: En fallskdrmshoppare accelererar mot jorden genom tyng-
daccelerationen men upplever samtidigt luftmotstand proportionerligt mot sin
hastighet i kvadra, enligt

1
mi =mg —ki*, k= ECPA
Hitta systemets fixpunkter och férklara hur falskairmshopparens rorelse beskrivs

av ekvationen.

Overdimpad pendel: Utslagsvinkeln 6 av en
pendel under inverkan av en yttre kraft I (vridmo-
ment) kan fysikaliskt skrivas som

mL*0 + BO +mgLsin® =T

dédr B dr en dampningsfaktor. For en éverddmpad
pendel giller 6 ~ 0. Hur kommer systemet bete sig?
Har systemet nagra fixpunkter?
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11. Dynamiska system ll: Bifurkationer

3 juli

Bifurkationer

Ett envariat dynamiskt system som har en extern parameter har en
bifurkation (latin: bifurcus - tvagrenad) om antalet fixpunkter/jamviktslagen
forandras ndr den externa parametern dndras.

Exempel: fri parameter r:

x:r+x2

r < 0:2 fixpunkter
. (11.1)
r=0:1 fixpunkter

r>0:0 fixpunkter
Skissa ett bifurkationsdiagram, det vill sdga fixpunkternas position och typ
ritat i x-r-planet, for exemplet ovan.
Skissa bifurkationsdiagrammet for x = rx — x* (r &r den externa parametern).

Konstruera ett dynamiskt system som har en fixpunkt som delar sig i tre niar
en parameter dndras, och skissa dess bifurkationsdiagram.

Skissa funktionen och rita bifurkationsdiagrammet for x = 14 rx+ X2,
Ledning: Dela upp funktionen i tvd delar.

Frivillig: Hitta pa en exotisk funktion med spannande bifurkationsdiagram.
Exempel: ke*/* — cosx, e* — kcos(x)

Ett exotiskt system: diskreta steg

L&t oss nu studera ett system som dr av mer spannande matematisk karaktar:

f(x)=10-x—[10-x| |-|4ar den s.k. ”"floor-funktionen”: avrnundning nedat.
(11.2)

Till exempel: £(0.1234) = 1.234 —1 = 0.234.
(a) Rita fasrummet f(x) mot x.
(b) Hitta alla fixpunkter f(x) = x.

() Vi sédger att f har en cykel av lingd k om f®)(x) = f(f(...ccgamgen f(X)...) = x
Visa att f har cykler av alla langder.

(d) Visa att f har oandligt manga aperiodiska vigar, dvs f®)(x) # x for alla k.



12. Fraktaler, dimensioner & oandligheter
4 juli

Dagens pass dr ett 1.5x superpass! Vi ska prata om fraktaler, oandligheter och
dimensionsbegreppet. Vi kommer idag inte se kopplingarna till dynamiska sy-
stem, men de finns, och framfor allt dr det ett valdigt kul &mne! Vi kommer vand-
ra in pd omrddet mdngdlira och ytligt diskutera begrepp som mdtt och upprik-
nelighet. Allt detta knyter vi sedan ihop genom att studera ett av matematikens
vackraste under: fraktaler.

Dimensioner

Innan vi borjar ifrdgasadtta var verklighet varmer vi upp genom att bekanta oss
med den.

Oliver hade en stor bit tval i form av ett rdtblock. Efter att han hade duschat
7 ganger blev biten hélften sd ldng, hilften sa bred samt hélften sd hog som den
var i borjan. For hur manga duschar till racker den tvélbiten som dr kvar?

En kvadrat med sidan 1 m delades upp i smakvadrater med sidan 1 cm. Hur
manga smd kvadrater fick man?

En kub med sidan 1 m delades upp i smakuber med sidan 1 cm. Hur manga
smad kuber fick man?

Ett klosstorn bestar av 3 klossar staplade pd varandra. Hur mycket mer viger
klosstornet om alla klossar skalas upp med en faktor 2 (bredd, h6jd och djup gors
dubbelt s langa)?

En elefantunge vixer pad ett ar sd att alla dess matt tripplas. Hur manga ganger
mer vager elefanten efter ett &r? Hur manga ganger mer hud har elefanten?

Vad vager mer: ett jarnklot med radie 8, eller tva jarnklot med radie 4?
I problemet ovan: Vilket har storst totala area? Storst totala omkrets?

Mini-Valentina 4r  meter lang och har knutit ett snore runt jorden, men nu
snubblar hon pd det hela tiden. Hur mycket ldangre behover snoret vara for att
istdllet hdnga 1 meter 6ver jordens yta overallt?

Odndligheter (kardinalitet)

Vi ska kort diskutera konceptet uppraknelighet. Ni kan ha gattigenom detta med
Alex, i sa fall blir detta en snabbrepetition.

(Slarvig) En mingd sigs vara uppriknelig om man kan rikna upp dess
element. Mingder kan dven vara oupprikneliga.

Ett enkelt exempel vore en dndlig méngd: {7} &r trivialt uppraknelig: “x ir



det forsta elementet. Klar!”. En annan typiskt uppréaknelig mangd &r de positiva
heltalen {1,2,3,...} = Z": "1 dr det forsta elementet, 2 det 2:a, 3 det 3:e, och sd vidare.”
Vi behover alltsd inte kunna “rdkna klart”, bara vi kan rdkna och, om vi skulle
rakna for evigt, rakna in alla element i mangden. Vissa av er har kanske hort talas
om Hilberts hotell, som tacker denna idé!

* = extraproblem (kluriga!)

Visa att méngden {n} UZ" = {m,1,2,3,...} & uppréknelig.

Visa att dven de naturliga talen N = {...,—2,—1,0,1,2,...} dr upprakneliga
genom att hitta en metod att rdkna dem p4 ett ordnat satt.

Visa att mangden av alla heltalskoordinater (a,b), dédr a,b € N dr uppraknelig.
Ett annat siitt att siiga detta dr: Visa att |N| = |N x N| = |N?|

Visa att de rationella talen Q = {E | p,q € Z och q# 0} (braktalen) ar upp-
q
rakneliga.
* Visa att méngden av alla tal pa formen 293%5¢, a,b,c € Z &r uppriknelig.

* En groda hoppar pa heltalslinjen. Den borjar pa nagot oként heltal, och
hoppar med en okdnd men konstant (heltals-)langd i ndgon fix riktning. Du féar
i varje drag titta pa ett tal och om grodan ar dar vinner du. Utforma en strategi
som gor att du garanterat kan hitta grodan pa ett dndligt antal drag.

*Visa att [N| = |N"| VneZ*

Man brukar sédga att dessa upprédkneliga men 6dndliga mangder som vi be-
traktat ovan utgor den “minsta” odndligheten, och vi kallar den for X (uttalas
aleph-noll). Man skriver ibland |N| for att beteckna en mangds ”storlek”. Om en
mangd M har |[M| = |N| sd & M uppréknelig. I ndgon bemarkelse finns det alltsa
lika ménga positiva heltal som det finns brédktal! Vi har i uppgifterna ovan visat att
Xo+ 1= Ry, att 2- Xy = X och till och med att Xgy- KXo = Xo. Wow!

En ouppriknelig méngd ddremot &r strikt storre

dn en uppraknelig. Ett exempel pa en oupprak- P0000000¢
nelig médngd &r de rationella talen R. Det vill sa- Si _ (1) i (1) 1 é 1 é 1 é ] [1)
ga, det finns strikt fler reella tal 4n heltal: |R| > |N]|. s =10101010101...
Kontinuumhypotesen forutspar att kardinaliteten 5 =11010110101...

: s6 =00110110110...
("storleken”) av de reella talen ar X (det vill sa- 7=10001000100...

1 =00000000000...

w

w

w

ga, det finns ingen odndlighet med storlek mel- 00 (1) é 0o (1) (1} 0y é o
. 89 = e
lan |N| och R). Man kan t.ex. d4ven visa att 21V, R Sﬁ) ~ 11011100101 ...

och C alla har samma kardinalitet! $11=11010100100...
Jag visar ett bevis for att R dr ouppriakneligt pa Dooniiiiiiiiont
tavlan. Om du vill forsoka sjilv dr bliden till hoger

en ledning.
* Visa att [2V] = [R|.

[s =10111010011...]
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Fraktaler

En fraktal &r en komplex geometrisk form med struktur pa godtyck-
lig sma skalor. De &r ofta sjdlvliknande.

Cantormdngden

Ett typiskt exempel d4r Cantormingden, som har dimension ~ 0.63! Den definieras
som foljer:

W=
w o
J—

Cantor Set C Se

Borja med det slutna intervallet Sy = [0, 1] och ta bort den 6ppna mittersta
tredjedelen, dvs ta bort (%, %) Detta producerar mdngden med tva intervall som
vi kallar S7. Nu tar vi bort den mittersta tredjedelen av dessa tva intervall for att
skapa S, och sd vidare. Cantormidngden C = S...

Vi ska nu studera nagra fascinerande egenskaper hos Cantorméangden:

Visa att Cantorméngden har mdtt noll, i bemérkelsen att den kan tdckas av
intervall vars totala langd ar godtyckligt liten.

Visa att Cantormdngden bestdr av alla punkter ¢ € [0, 1] som inte innehéller
nagra 1:or i sin bas-3 expansion.

Decimaltal i bas 3: x = Z—i + % + % +... = x=0.a1a2a3...te (bas 3).
[ uppgift 18 sa vi att alla tal i Cantormadngden kunde skrivas som ett tal i bas
1 1
3 som inte innehaller nagra 1:or. Vi sdger dock ocksd att 3 € C och 3= 0.1;7.. Hur
gar detta ihop?

Med hjélp av problem 18, visa att Cantormédngden dr ouppraknelig.
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Fraktaldimensioner

Vi tittar nu pd en annan fin fraktal en stund, den sa kallade Koch-kurvan:

So

e

von Koch curve K

Vilken dimension tycker du vi ska sdga att Koch-kurvan har? Du kanske &r
lockad att sdga 1-dimensionell, eftersom det dr en kurva, och typiskt brukar vi
kunna hitta en avbildning fran R! — kurva. Men K har oiandlig kurvlangd! Det &r
till och med sa att avstdndet mellan vilka tva punkter som helst pa K &dr oandligt.
Sa kanske dr K 2-dimensionell? Det verkar ocksa fel, eftersom vi inte ser ndgon
uppenbar area... Alltsd borde dimensionen vara mellan 1 och 2, vad det nu dn det
betyder?

[ borjan av dagens lektion observerade vi att linjer skalar som r, areor som 7?2,
volymer som r* och i princip kunde vi generalisera det till att inkludera r* for
n>3.

Sjdlvlikhetsdimensionen

Ett generaliserat sétt att rdkna dimensioner dr att betrakta ett sjdlvlikt objekt som
bestdr av m kopior av sig sjdlv som dr nedskalade med en faktor r. Sjilvlikhets-
dimensionen definieras da som:

Sjilvlikhetsdimensionen d:

_ In(m)
In(r)

dér In(x) &r den naturliga logaritmen. Den har egenskapen att Ine = 1, och
framforallt giller att In(a”) = bln(a).
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m = antal kopior

r = skalfaktor

m =16

m=1 m
r r=4

4 m
r=1 2 r

9
3

2

Exempel: En kvadrat kan ses som a” mindre kvadrater, nedskalade med en

faktor a. Vi far da enligt formeln ovan:

_In(a®)  2In(a)

d= In(a)  1In(a)

=2

Sjdlvlikhetdimensionen verkar alltsa fungera som vi véantar oss for vanliga hel-
talsdimensioner.

Visa att Kantormangden har sjdlvlikhetsdimension In(2)/In(3)
Bestdm sjdlvlikhetsdimensionen av Koch-kurvan.

Sierpinski har precis flyttat hemifrdn och ska inreda sitt nya rum med en
matta. Skraddaren han ska bestilla av siger att han kan sy mattor for 1000 kr/m?.
Sierpinski, som dr en matematikstudent, har sdklart ont om pengar. Han planerar
dock tdcka upp for sina ekonomiska tillkortakommanden med hjdlp av matema-
tik. Han ber skrdddaren producera en matta enligt f6ljande instruktioner:

1. Tank dig en 1 x 1 m stor matta.

2. Dela in kvadraten i 9 lika stora rutor.

3. Ta bort den mittersta rutan.

4. For de aterstdende 8 rutorna, upprepa steg 2-4.

Vad kostar Sierpinskis matta?

Konstruera en ny Cantormdngd genom att ta bort mittersta halvan av varje
miangd, dvs S; bestér av [0, 1] och [0, 3].

(a) Vad ér sjdlvlikhetsdimensionen av denna modifierade Cantormangd?
(b) Vad ar mattet?

*Djdvulens trappa: Vilj ndgot 0 < x < 1. Vélj en slumpmadssig punkt p € C
(Cantorméangden). Lat P(x) vara sannolikheten att p < x.

(a) Berdkna P(x) for Sy (se definitionen av Sy i bilden med Cantormdngden
ovan). Skissa sannolikheten i en graf: P(x) som en funktion av x.

(b) Gor samma sak for Si, S» och S3 (&t oss kalla funktionerna P,(x) med n =
1,2,3).
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(c) Hur ser P.(x) ut? Ar den kontinuerlig? Vad har den for lutning?

26. ** Benjamin ska aka taxi pa den modifierade Koch-kurvan. Kurvan ser ut
som Koch-kurvan, fast basen pa triangeln &r ifylld (se bild nedan). Taxin kostar 10
kr/km, och den kor alltid kortaste vagen mellan tva punkter. Benjamin dker varje
dag fran sitt hem pa punkten langst till vanster pd kurvan till en slumpmdéssig
punkt pd kurvan. Vad férvintas en sddan resa kosta?

s’\?::ﬁﬂ ﬂmﬁ ﬂ?yl:?ﬂ

AT AT A

1km

59



63. Mattedrabbning rod

[5 juli ]

1. Pa ett plan finns upprakneligt mdnga (punktstora) myggor. I en annan punkt
i planet star djurrattsaktivisten Elin. Visa att Elin kan skjuta med en laser utan att
traffa ndgon mygga.

2. Kochs snoflinga: Ta 3 kopior av Koch-kurvan, och sétt ihop dem i en triangel-
liknande form (Sy ar en liksidig triangel med sidan 1, S| en 6-uddig stjdrna, osv.).
Bestdm dess area.

3. Elias och Emilio forsoker bygga en robot som ska kunna l6sa Rubiks kub. De

kan sétta ihop ett par av komponenter med en sladd om de vill. Varje par av
komponenter kan sédttas ihop med som mest en sladd. Sa fort alla delarna blir
ihopkopplade blir roboten ohanterbar och gér sonder. Elias borjar med att sitta
ihop tva delar med sladd, Emilio kopplar med nésta sladd och sa turas de om.
Den som kopplar ihop en sladd som gor att roboten gar sonder forlorar spelet.
Vem har en vinnande strategi om roboten har 1043 delar?

4. Den storsta gemensamma delaren for de positiva heltalen a,b,c dr 1. Man vet

1 1 1
att — — b = —. Visa att abc ar ett kvadrattal.
a C

5. Talen ay,a,...,a, dr vardera lika med 1 eller -1. Vidare galler
ajay+arazs+...+aza; =0

Visa att n maste vara delbart med 4.

6. Tva kvadrater sitter pa hypotenusan till en ratvinklig triangel sa som bilden
visar. Hur stor dr den markerade vinkeln pd bilden (ange alla svar och visa att
inga andra svar dr mojliga)?
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1. Genererande funktioner |
28 juni

Ett kraftfullt verktyg for att analysera sekvenser av tal. Idén ar att istéllet for
att betrakta en sekvens av tal (t.ex. 2,3,5,8,12,...,a,, ...) sa betraktar vi en funktion
som innehaller all information om sekvensen. Funktionen, som vi betraktar den,
kommer inte att bete sig som f(n) = a,, utan vi vill att den har egenskaper som gor
att vi enkelt kan beskriva termer relativt varandra, ex. a,, an1,an+5 etc. Ett trevligt
sdtt att gora detta d4r med hjdlp av en funktion som ser ut som foljer: 2 + 3x +
5x% 4 8x3 + 12x* + ... (for exemlpet ovan). Varje term i serien &r alltsa en koefficient
for motsvarande grad av ett oandligt polynom, d@ven kallat power series (svenska:
“potensserie”). Vi kallar denna funktion for seriens genererande funktion.

En genererande funktion till talsekvensen a,, ar

G(an;x) = ap +apx+apxt+azx+ ... = Z apx".
n>0

Exponenten pa potensen i indikerar direkt vilket tal i ordningen a; dr. Vidare

tinns det verktyg for power series som vi kan anvédnda. Till exempel kan den

genererande funktionen for sekvensen 1,1,1,... skrivas som 1 +x+x2+.. = %—x

Vi sdger att sekvensen 1,1, 1, ... har genererande funktion IL_X

Visa att 1 +x+x%+... = 1= = G(x) . Gller detta Vx?

Hitta en genererande funktion till f6ljande sekvenser med hjilp av resultatet
fran uppgift 1:

@ 2,2,2,2,... (an=2)

®) 1,-1,1,—1,... (aps1=—ay)
(©) 1,3,9,27,81... (a,=3"

(d) 2,4,10,28,82,... (a,=3"+1).

Hitta en genererande funktion for 1,0, 1,0, ....

Hitta en genererande funktion for 0, 1,2,3, ... pa tva satt, med hjdlp av G(x) for
1L1,1,....

1. Genom att nyttja derivering.
2. Genom att nyttja summering av forskjutna sekvenser.

Hitta en operator (ungefar: algoritm/regel/funktion/generell metod) for att
en genererande funktion for n* for k > 0.



Derivera nu uttrycket fran uppgift 1. Hur kan du anvanda detta resultat for
att brakna det forviantade antalet gdnger du behover sla en 6-sidig tdrning innan
du sldr en 1:a?

Hitta en genererande funktion for 1,1,1,1,1 (dndlig sekvens).

Hitta en genererande funktion for n? (1,4,9,16,...).

X
f ar genererande funktion for sekvensen ag,a;,as,.... Vad beskriver {(—)?
—Xx

Hitta en genererande funktion f6r binomialkoefficienterna (Z) . Notera att det-
ta blir en dndlig genererande funktion, upp till ordning n. Fundera pa olika satt
att komma fram till detta resultat.

Med hjélp av resultatet i 10, visa identiteterna:
n n n
=2"
(o) ()0
V(D)= (D) + (D) +
) 3=, o) T

Berikna summan
n
22(;)
k=0 k

med hjélp av en genererande funktion. Kan du generalisera ditt resultat?

samt

Alex har tre 1ddor med strumpor. En 1dda innehéller 2 roda strumpor, en lada
innehaller 2 blda strumpor och en innehaller 3 grona strumpor. P4 hur manga
olika sdtt kan Alex vélja 4 strumpor? (Strumpor av samma férg &dr oskiljaktliga,
ordningen pa valet spelar ingen roll)

Ledning: Betrakta en genererande funktion for hur mdnga sitt Alex kan vilja n roda
strumpor.
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2. Genererande funktioner i

29 juni

Ett omrdde dér genererande funktioner kan vara ett kraftfullt verktyg &r olika
typer av kombinatorikproblem. Vi har redan introducerat detta lite i foregdende
lektion, d& vi studerade GF for (7).

Los foljande kombinatorikproblem genom att formulera om problemet i ter-
mer av genererande funktioner:
Hitta antalet losningar till e; + e, +e3 = 17 ddr e; € {2,3,4,5}, e € {3,4,5,6} och
ez € {4,5,6,7}.

Clara, Daniel och Elias ska dela pa 8 likadana kakor. P4 hur manga sitt kan de
fordela kakorna om alla far minst tva kakor, och ingen fér fler &n 4? Vad blir den
genererande funktionen for problemet och vilken koefficient ska studeras?

Anviand genererande funktioner for att bestimma antalet sitt en person kan
stoppa in 1-kronor, 2-kronor och 5-kronor i en godisautomat for att betala for en
vara som kostar r kronor. Studera bade fallet ddr ordningen pengarna stoppas in
inte spelar ndgon roll, och da det gor det. Du behiver inte rikna fram det numeriska
svaret; still bara upp uttrycket for den genererande funktionen och vilken koefficient du
soker.

Hitta en genererande funktion vars koefficient ¢, dr antalet delmangder av
méangden {1,2,3,...,2000} vars summa &r n.

Hitta antalet delmédngder av médngden {1,2,3,...,2000} vars summa &r delbar
med 2 med hjélp av resultatet i 4 och verifiera ditt resultat med klassisk kombina-
torik.

Visa att summan av alla 16sningar, §;, till ekvationen 7" =1 (n € N™) 4r noll,
d.v.s. Y1 & =0. Vad giller for Y, &2, eller Y, E?

Hitta antalet delmadngder av mangden {1,2,3,...,2000} vars summa ar delbar
med 5.

Ledning: anvind resultatet frin uppgift 6 med n =5 och betrakta sedan GF med

x,x%, .00



3. Genererande funktioner lll

30 juni

Nu nér vi har bekantat oss lite vid idén av genererande funktioner sa ska
vi studera ett annat omrdde dar de dr anvandbara: att hitta slutna formler for
sekvenser av tal.

Studera derivatorna av den genererande funktionen till a, = 1/n! Forsok déar-
efter skriva om den genererande funktionen till en mer kompakt form.
X e—x
Hitta sekvensen for vilken

ar en genererande funktion.

Repetition: f dr genererande funktion for sekvensen ag,a;,as,.... Vad beskri-

f(x)

—X

En fiskpopulation borjar med 50 fiskar och forokar sig fyrfaldigt varje r. Sam-

tidigt dor 100 tiskar varje dr. Lat populationen ar ¢ vara p,. Hitta en sluten formel

for p;.

Ledning: Finn den genererande funktionen for p; och skriv om den i termer av kiinda

genererande funktioner.

ver

? Detta resultat kommer vara av nytta i kommande uppgift.

Betrakta sekvensen av tal ag,ay,... som uppfyller a, | = 2a,+1 med n > 0 och
ag = 0. Dessa har genererande funktion A(x). Hitta sekvensen med hjélp av ge-
nererande funktioner, genom att multiplicera bagge led av rekursionsrelationen
med x" och summera, och relatera detta till A(x).

Extra: Gor problem 5 for sekvensen
an+1 =2a,+n, n>0,a90=1

Visa att en sluten formel for det n:te Fibonaccitalet F, ges av:

1 ((1+v5\ [1-v5)
() ()

Lat Fp =0,F; =1 och minns att F,, = F,,_{ + F,_».
n
Extra: Visa att dven round (% <1+T\G> ) @r en sluten formel for F,.




@. Curves and Intersections j

[28 juni

Definition. A cubic curve is the set of points in the planethat are solutions to an

equation on the form

aix® + a2x2y + a3xy2 + a4y3 + asx® + aexy + a7y2 +agx+agy+ a0 =0.

Cayley-Bacharach If three cubic curves intersect in 8 points, then they intersect
in 9 points.

1. Pascal’s theorem

2. Pappus theorem

4. Three conics theorem




Radical axis theorem

Miquel’s theorem

Miquel point
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Two butterfly theorem

Let the eight vertices of an octagon lie on a conic, and alternately colour the
edges red and blue. Prove that the remaining eight heterochromatic intersections
of (the extensions of) the edges lie on another conic.

A group is a set G together with an operation denoted * that combi-
nes any two elements a,b in G and forms a new element axb in G such that the
following three requirements hold:

Associativity For all a,b,c in G we have (axb)xc =ax (b*c).

Identity element G contains an element e that satisfy axe = exa =a.

Inverse element For all a in G there exist an element b in G that satisfy axb =
bxa = e. bis called the inverse to a.

Let E dentoe the cubic curve y*> = x> —x+ 1. For any two points py, p» we draw
the line ¢ through them. This line intersects E in a third point p, and if we reflect
p across the x— axis we get a new point that we define as p; + p>. Prove that this
defines a group on E. What are the inverse elements, and how do you add a point
with itself? What is the zero element?
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@. Homogenous Coordinates
[29 juni j

Bezout's Theorem Any two curve in the plane of degree d; and d> has d; - d, in-
tersection points when we count complex intersections, intersections at infinity;,
and intersections with multiplicity.

Definition. Two curves are tangent in a point, if they intersect with multiplicity
greater than one.

1. Generalize homogeneous coordinates to the plane CP2.
2. Prove that the parabola y = x? is tangent to the line at infinity.

3. Consider the homogeneous equation a circle. Find two points that all circles
goes through. These two points are called the circular points at infinity. Is a curve
of degree 2, passing through these two points, necessarily a circle?

4. Consider two concentric circles. How many times should they intersect accor-
ding to Bezout’s theorem - and how?

5. What does the surface of complex points on a conic look like - including the
ones at infinity? For instance a circle, or a hyperbola?

6. What does the surface of complex points on the cubic

look like?

Definition. A curve is irreducible if it is not the union of two other curves.

Definition. A point on a curve is singular if any line through it intersects it with
multiplicity more than one.

7. Show that an irreducible algebraic curve of degree 4 can have atmost 3 singu-
lar points.

8. What is the maximum possible number of singular points on an irreducible
algebraic curve of degree d?

9. Prove and test that a curve defined by an equation in homogeneous coordina-
tes

P(x0,x1,x2) =0



is singular in (xg,x,x2) if and only if

P P P

0 om o

How can you tell, from partial derivatives, if a curve has singular points of
higher multiplicity?
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[6. Riemann Surfaces |
[30 juni ]

Mofivational Question Describe the surface of all complex points on a smooth
elliptic curve in CP2. For instance

y2 =x° —x.

Is it connected? Is is orientable? How many holes does it have?

Definition. En plandr graf dr en graf som kan ritas pd papper utan att ndgra
kanter skdr varandra. I en planar graf s kommer kanterna ringa in avgréansade
omrdden, sa kallade ytor.

Sats 6.1. Eulers formel I en sammanhédngande plandr grafsd drv—e+ f =2, arv
ar antalet noder, e dr antalet kanter och f dr antalet ytor (eller omrdden). Notera
att dven den odndliga ytan som omger hela grafen rdknas som en yta. En viktig
podng &r att de flesta plandra grafer kan ritas pa flera olika satt, eftersom en
graf inte har nagot att gora med hur vi ritar den, och vilka ytor vi far varierar.
Eulers formel giller dock for alla mojliga sétt att rita en plandr graf sa lange
inga kanter korsar varandra.

1. Visa att v —e+ f inte d&ndras ndr man lagger till en kant i en planér graf. Bevisa
med hjélp av denna observation, eller pd ndgot annat sitt, Eulers formel.



2. Give an example of a graph that is not planar.

3. Does Euler’s formula work, or can

you find a similiar formula on \ j
L (=K
* A sphere 3 /)
— S,
* A Mobius strip 5, (QC/
¢ A klein bottle 5 QC "'~\ \
y A
¢ A torus ! 4P
* A n-torus (torus with n holes) UQ( )
X
¢ (*) The helix as shown to the right X

Definition. A surface is called orientable, if it has a triangulation: A decomposi-
tion into triangles such that each edge on a triangle is glued to at most one other
edge. Each triangle is oriented by choosing a direction around the perimeter of
the triangle, associating a direction to each edge of the triangle. If this is done
in such a way that, when glued together, neighboring edges are pointing in the
opposite direction.

4. Which surfaces from problem 3 are orientable?

5. Is our cubic curve connected?
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Definition. On an oriented surface with a sufficiently dense graph, the number
1 —(v—e+f)/2is called the genus, g.

6. Intuitively, the genus is the number of holes in a surface. Check this, for a torus
with n holes.

7. What is the genus of our cubic curve?

8. (*) Let Q1 and O, be two smooth quadric surfaces in P3. Assume that their
intersection Q; is a smooth curve. Calculate the genus of this curve.
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[7. Riemann Surfaces Il
[2 juli j

Definition. A covering map of degree n is a continuous map f : X — X such that
for all points p € X there are exactly n distinct points pi,ps,...,p, such that
f(pi) =p fori=1,2,... ,n The following is an example of a covering map of
degree 4 from a circle to itself.

1. Which of the following surfaces have a covering map of degree 2? What about
degree n?

e A torus

A Klein bottle

* A Mobius strip

* A sphere

e A torus with 2 holes
¢ A torus with m holes

¢ Come up with a surface not on this list

2. How many covering maps can you find of a torus, of degree 2? How many of
degree n?

In the last lesson, we discussed that the genus (number of holes) of a smooth
cubic curve in the complex projective plane P?, say y*z = x> +xz° is 1. The idea
was to project the curve onto the x—axis to triangulate the cuve, and see that we
have Euler characteristic

V—E+F=0.



Identify a smooth cubic curve with a torus. Describe the covering map of de-
gree n from problm 1, as a map from a cubic curve to itself.

How can you find the genus of other curves, say
v =% =337 4 xzt.

What is the genus of a smooth curve of degree d in P2? How does this result
compare to problem 1?

What is the genus of a smooth curve of degree d in P? with n singular points?
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@. Riemann Surfaces llI
[3 juli j

Definifion. A bitangent, is a line that is tangent to a curve in multiple points.

Definition. An inflection, is a point where the tangent intersects with multiplici-
ty at least 3.

7

1. What kind of singular points does these types of tangent lines correspond to in
the dual curve? Can a curve have infinitely many inflection points or bitangents?

2. If a smooth curve X has degree d, what is the degree of it’s dual? (*) What if X
has singular points?
3. (Less important, can be skipped) How can you generalize the genus theorem
(d—1)(d—-2)
2

to curves with singular points?
4. How many inflection points does a smooth curve of degree d have?

5. How many points p, such that p+ p+ p = 0 does an elliptic curve
y2 = tax+b

have? Prove that these lie on some lines forming a gitter. (The group operation is
defined by defining p + ¢ to be the reflection across the x—axis of the 3rd intersec-
tion point between the curve and the line through p and g).

6. How many bitangents does a smooth curve of degree d have?

7. Let X be a smooth curve of degree d, and consider a point O on X. Show that
O lies on (d + 1)(d — 2) tangents of X, not counting the tangent at O.

8. Let Qy,Q; be circles, conics, or whatever. How can pairs (p,f) where p€ Qy,p €
¢ and /¢ is tangent to Q; - be considered as a cubic curve? Find an explicit equation



on the form y?z + x* + axz? + bz*. Can you describe the group operation on the
pairs of points and lines?

9. Let T be a cubic curve. Show that there exists, up to isomorphism, 3 curves
T’ such that there exists an unbranched double-cover 7/ — T. Prove that 7’ is a
cubic curve. Can you construct it explicitly?
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9. Forutspd framtiden (datalab)

[2 juli j

nmnn

Mattekollo 2022
Dataladb 7 statistik
av Benjamin Verbeek

Denna fil éppnar och ldser in data frdn filen "co2data_2009-2019.txt".
Filen innehdller tre kolumner av data:

- dar (yr) [pd decimalform]

- co2-mangd (co2)

- mdnad (month)

Din uppgift dr nu att analysera datan.

Uppgifterna stdr efter dataimporteringen.

Som ledning har du tillgdng till en statistikforeldsning frdn Uppsala
Universitet. Hitta informationen du behdver! Sdilla bort det mesta.
Och som vanligt: Frdga om du fastnar!

*** Under vissa uppgiftsnummer stdr referenser till féreldsnings-pdf:en
och vilken slide som innehdller anvdndbar information. **x*

Googla och frdga gdrna!

nmnn

# Importera anvdndbara bibiliotek
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

# definiera datafilens namn

filename = "co2data_ 2009-2019.txt"

# oppna filen

with open(filename, 'r') as f: # 'r' star for read
data = f.readlines() # lds in alla rader (lagras i en lista)
nmnn
Programmet gdr igenmom alla rader 7 listan data, delar pd raden, tar
datan pd plats 0, 1, 2 och gor om till float och sedan en numpy-array.
# konvertera kolumner till numpy arrays
yr = np.array([float(line.split() [0]) for line in data]) # yr = dr



co2 = np.array([float(line.split() [1]) for line in datal) # co2 = co2-mangd
month = np.array([float(line.split()[2]) for line in datal) # month = mdnad

B
# Potentiellt anvdndbara funktioner:
# # np.polyfit(z, y, deg) : anpassar ett polynom av grad deg till z och y.

# Returnerar koefficienter 7 en lista.

# # np.polyval(coef, x) : evaluerar ett polynom med koefficienterna coef

# vid x. Returnerar en lista med y-varden.

# # np.linalg.inv(4) : returnerar inversen av matrisen A.

# # @ - operatorn : matrismultiplikation med numpy.

# Er: Lés Az = b ==> g = np.linalg.inv(4) @b

# Plotta gdrna dina resultat, t.ex. med hjdlp av ndgra av dessa funktioner:

# # plt.figure(num) : skapar en figure med nummer num

# # plt.plot(z, y, '-o', label='data') : plottar = och y med markér

# '-0' och label 'data'

# # plt.plot(z, y_fit, '-', label='fit')

# # plt.bar(z, y, label='bar plot') : plottar z och y som ett

# stapeldiagram

# # plt.azhline(y=5, color='r', linestyle='--') : plottar en streckad horison-
# tell linje vid y=5, farg rdd
# # plt.legend() : plottar en ruta med namnen pd

# plottarna (enligt label)

#  # plt.title('titel’) : skriver en titel pd figuren

# # plt.savefig('filnamn.png') : sparar figuren som filnamn.png

# # plt.show() : visar figuren

e

#######A## UPPGIFTER #AHAHAARAH
# (a) Ta bort trenden fran datan
co2_fit = np.polyfit(yr, co2, 1)

plt.figure()

plt.plot(yr, co2, '-o', label='data')
trend_eval = np.polyval(co2_fit, yr)
plt.plot(yr, trend_eval, '-', label='fit')

co3 = co2 - trend eval # removes linear trend
plt.figure()

plt.plot(yr, co3, '-o', label='data')
plt.show()
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# (b) Ta bort sdsongsvariationen (goér en rimlig uppskattning av pertioden)
# KOM THAG: den resulterande datavektorn bér wvara kortare dn den
# ursprungliga. Detta dr viktigt om du vill plotta mot dr.

cod = co3[12:] - co3[:-12]

plt.figure()

plt.plot(yr[12:], co4, '-o', label='data')
plt.show()

# Om du har ont om tid (<40 min kvar), hoppa éver denna uppgift.

# (c) Autokorrelera datan (korrelera med sig sjdlv, skiftat steguis)
# (gamma ©¢ féreldsningen) och nmormalisera gamma for att fda fram
# autokorrelationen rho. Plotta garna.

# SLIDE 11-12

gammas = np.correlate(co4, co4, mode='full')/len(co4)

gamma_0 = gammas [len(co4)-1]

rho = gammas/gamma_0

N = len(co4)
confidence_limits = [2/np.sqrt(N), -2/np.sqrt(N)]

plt.figure()
plt.bar(range(len(co4)), rhol[len(co4)-1:])

plt.axhline(y=confidence_limits[0], color='r', linestyle='--")
plt.axhline(y=confidence_limits[1], color='r', linestyle='--')
plt.show()

"""OBS! Om du har ont om tid: hoppa dver (d) och (e) och tjuvkika pd den

fdrdiga plotten % fuskmappen.'"""

# (d) Konstruera rho-matrisen berdkna PACF-koefficienterna phi (se foreldsningen)
# SLIDE 14-15

rho = rho[len(co4)-1:]1 # bort med speglingen

# deduce coefficients phi_1 of the AR process from the autocorrelations rTho_1%
rho_matrix = np.array([np.roll(rho, i) for i in range(len(rho))])
rho_matrix = rho_matrix.reshape(len(rho), len(rho))

# upper triangular part ts correct now. Copy it to lower part.
rho_matrix = np.triu(rho_matrix) # first clear lower triangular part.

rho_matrix = rho_matrix + rho_matrix.T - np.diag(np.diag(rho_matrix))

# hitta phi
phi = [(np.linalg.inv(rho_matrix[:i,:i]) @ rho[1:i+1])[i-1] for i in range(l, len(x
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# (e) Plotta phi mot forskjutningen frdn O ¢ ett stapeldiagram, tillsammans

# med det linjer som markerar det 95J-konfidensintervallet

# [2/np.sqrt (N), -2/np.sqrt(N)] (N = antalet datapunkter)

# Identifiera vilka trender som kvarstdr % datan: vad pdverkar de
# senare datapunkternas vdrden?

plt.bar(range(l,len(phi)+1), phi, label=r'$\phi {ii}$ PACF', width=0.5)
plt.legend ()
plt.title(r 'PACF')

plt.axhline(y=confidence_limits[0], color='r', linestyle='--')
plt.axhline(y=confidence_limits[1], color='r', linestyle='--')
plt.show()

# (f) Konstruera en modell utifrdn de stérsta vdrdena pd pht du hittade
# med hjdlp av psaudoinvers, och plotta den modellen tillsammans med
# datan.

# SLIDE se exempelfigur pd slide 16, modellekvation pd SLIDE 17

A = np.array([co4[2:-1], co4[1:-2]]).T

phi_fit = np.linalg.inv(A.T @ A) @ A.T @ co4[3:]

cob = A @ phi_fit

plt.figure()

plt.plot(yr[3+12:], co5, '-', label='co2 data model prediction')
plt.plot(yr[12:]1, co4, '-+', label='co2 data', linewidth=0.5)

plt.show()

# (g) Plotta restidualerna frdn datan och modellen.

HARBRBEHRAABBRBHREAARABHEAAARBREHRAARRRBRHRAAARBHREHRAARRSN
# (*f) Shameless plug: !!! SOK TILL FYSIK- OCH ASTRONOMILAGER I HOST !!! #
HAARBRBEHRAABRBHRAAA B HREAA AR B EHR A AR R AA R HREHRAHREH
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10. Lagrangemekanik |
3 juli

En alternativ metod for att hantera komplicerade problem i fysiken ar Lag-
rangemekanik. Metoden beskrivs av Hamiltons princip och de resulterande ro-
relseekvationerna kallas Lagranges ekvationer.

Infroduktion av konceptet

Hamiltons princip

Av alla mojliga vigar lings vilket ett dynamiskt system kan rora sig frdan en punkt till
en annan inom ett bestimt tidsintervall (i enlighet med eventuella begrinsingar), sd dr
den faktiska vigen den som minimerar' tidsintergralen av differensen mellan kinetisk och
potentiell energi.

Foresla en matematisk beskrivning av Hamiltons princip.

Vi kallar den kinetiska energin 7' och potentiella energin U. Vi defi-

nierar lagrangianen L som
L=T-U

Givet en partikel med rumskoordinat x, vad beror L typiskt pa?

Euler-Lagrange och Lagranges ekvationer

Euler-Lagrangeekvationen har 19sningar som ar stationdra punkter
for en given verkan.

dL dJL

————=0, i=1,2,3 10.1
8x,~ dt 8xl- . T ( )

Dessa ekvationer utgor Lagranges rorelseekvationer.

Visa att ekvation 10.1 ger samma resultat som newtonsk mekanik for en har-
monisk oscillator.

Visa nu att dven rorelseekvationen for en plan pendel matchar newtonsk fy-
sik. Betrakta pendelns rorelse i termer av utslagsvinkeln 6, och behandla den som en
rektangulir koordinat.

1Egentligen behover vagarna ej ge ett minimum, utan det kan dven rora sig om terasspunkter (och rent
formellt &ven maxima; detta férekommer dock inte i fysiken).



Mer komplexa problem

Betrakta nu en simpel pendel av lingd b, vars fastpunkt ror sig langs en
masslos ram med radie a som roterar med konstant vinkelhastighet ®. Hitta ett
uttryck for de kartesiska komponenterna av hastighet och acceleration f6r mas-
san m. Hitta dven vinkelaccelerationen for vinkeln 6 (se figur).

2

En partikel A med massan mj, ror sig pa ett glatt horisontellt plan. Partikeln
dr fast i en viktlos otdnjbar trdd som loper friktionsfritt genom ett hdl O i planet.
Traden uppbir i sin andra dnde en partikel B med massan m,. B ror sig rétlinjigt
i lodrét riktning.

Beteckna avstdendet OA med x och vinkeln mellan OA och en fix linje i planet
med ¢. Betrakta x och ¢ som (generaliserade) koordinater.

(a) Stall upp uttrycken for systemets kinetiska och potentiella energi.
(b) Bestdm systemets rorelseekvationer.

(c) For att hédrleda en i partikeldynamiken kdnd lag, integrera en av rorelseek-
vationerna. Vilken lag har du hérlett?
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11. Lagrangemekanik |l

[4 juli ]

Om du inte redan gjort det, 16s gédrna problem 6 fran gardagens lektion.

1. En ldda med massa m glider friktionsfritt nedfor ett plan med vinkel 6. Detta
plan har massa M och glider i sin tur friktionsfritt pa golvet. Beskriv systemets
rorelse.

2. Hitta frekvensen for sma oscillationer hos en simpel pendel i en tdgvagn som
har en konstant acceleration a i x-riktningen. Hitta dven jamviktsvinkeln 6.

3. Ett rakt cirkulart cylindriskt skal (massa M och radie R ) kan rulla utan glid-
ning pa ett horisontalplan. Inuti skalet glider en partikel P (massa m) friktionsfritt.
Systemet borjar sin rorelse utan begynnelsehastighet med 6 = /2. Berdkna cylin-
deraxelns forflyttning fran startldget vid den fortsatta rorelsen som en funktion
av 0.

Ledning: Prova att integrera bigge sidor for att fd en losning for x, 0 istillet for tids-
derivator av x, 0.

4. En partikel ror sig i en cirkelbana med radie r = R. Bestam kraften pa partikeln
fran banans vaggar genom att ldgga till en potential V (r).



TOPOLOGI OCH PARTY-TOPOLOGI

JOHAN BJORKLUND

Uppgift 1. Klassificera "tjocka” bokstiaver upp till kontinuerlig omformning. Vad skiljer dem dt?

Uppgift 2. Kan du hitta pd en sammanhingande "bokstav” som inte kan omformas till nigon i vdrt vanliga
alfabet?

Uppgift 3. Kan du hitta pd oindligt mdnga nya bokstiver si att de parvis ir olika?

Uppgift 4. Klassificera sliita kurvor i planet upp till kontinuerlig omformning (med ett visst antal komponen-
ter, dvs ett giing cirklar i planet). Upp till 4-5 cirklar kanske?

Uppgift 5. Vilka invarianter kan du hitta? (Exempelvis antalet cirklar ir en. Omkretsen pd den storsta cirkeln
dr inte en invariant.)

Uppgift 6. Om ni kan grafteori: Varje samling av n slita kurvor i planet motsvarar ett (rotat) trid med n + 1
noder. Vad ir kopplingen? Om du inte kan grafteori sd spara uppgiften till nista ging.

Uppgift 7. Klassificera slita kurvor upp till kontinuerlig omformning (med ett visst antal komponenter) (a)
pa sfiren (b) pd en torus. Skillnad mot planet? "Olika” typer av cirklar?

En modell for en torus &r att man tar en rektangel och klistrar ihop sidorna sa pilarna matchar. Sedan
sd klistrar man ihop langsidorna sa d@ven de pilarna matchar (se bild). Detta tilldter oss att rita kurvor
pa en torus lattare.

Uppgift 8. Fungerar korrespondensen i uppgift 6 dven pd en sfir eller en torus? Kan du hitta ndgon korre-
spondens om det inte fungerar?

Uppgift 9. Vad hiinder om vi vinder pd ndigon pil (t.ex. vi vinder pd en av pilarna pd kortsidorna). Dd
kanske i fir en modell for ndgot annat. Andras vilka kurvor vi kan rita? Samma friga om vi viinder pd bide en
kortsidepil och en ldngsidepil. Gdr det att klistra ihop fysiskt? Forsok visualisera vad som hinder.

Uppgift 10. En klassisk uppgift i grafteori ir att vi har tre hus och tre resurser (t.ex. vatten, strom,internet)
sd att vi vill koppla varje hus till varje resurs med en ledning. Ledningar fir inte korsa varandra. Detta problem
saknar losning (och visar att det finns grafer som inte gdr att bidda in i plan). Undersok om problemet gdr att
losa pd ndgon av vira nya ytor.

Uppgift 11. Om vi har fyra hus och fyra resurser, gdr det att hitta en yta dir problemet ir l6sbart?

Uppgift 12. Ett litet flygplan med rod hogervinge och gron vinstervinge flyger omkring pd en av modellerna
i den tidigare uppgiften. Den flyger rakt ut genom en av pilkanterna och tillbaka till mitten. Hinder ndgot med

vingarna? Kolla for de olika ytorna (torus, en pil vind, tvd pilar vinda) och de olika kanterna den flyger ut genom
(Iang/kort).



PARTY-TOPOLOGI
Uppgift 13. Handklovs-problemet (om du inte lost det in).

0e

Uppgift 14. Visa att ovanstdende ytor dr lika i meningen att de kan deformeras till varandra i rummet. (De
fér inte skiira sig sjilva vid kontinuerlig omformning i rummet)

Uppgift 15. Visa att ovanstiende ytor dr lika i meningen att de kan deformeras till varandra i rummet. (De
fér inte skiira sig sjilva vid kontinuerlig omformning i rummet)

Uppgift 16. En morgon sd har topologen Tobias tagit pd sig sina byxor ut och in. Tobias vill vinda tillbaka
byxorna sd att de blir rittvinda, men orkar inte lyfta pd fotterna. Kan Tobias gora detta (hans byxor dr gjorda av
mycket tanjbart gummi eftersom han dr topolog)?

Uppgift 17. Valentina har med sig en badboll (som ocksi ir gjord av topologigummi) till stranden, men
upptiicker att den dr ut och inviind. Hon kan litt vinda den ut och in genom att anvinda uppbldsningshdlet (dvs
en sfir med ett litet hil kan viindas ut och in). Johan har med sig en badring istiillet, som ocksd rdkar vara ut och
inviind. Kan han ocksd viinda tillbaka sin badring?

Uppgift 18. Vi vill hinga upp ett halsband pd tvd spikar sd att halsbandet inte trillar ner. Vi vill hinga det pd

ett sddant sitt att om vi drar ut ndgon spik si mdste det trilla ner, vilken spik vi in viljer.

(a) Hur hinger vi halsbandet?

(b) Gor samma sak for 3 spikar (dvs om vi drar ut en spik sd trillar allt)!

(c) *Gor samma sak for n spikar (dvs om vi drar ut en spik sd trillar allt)!

(d) *Gor samma sak for 3 spikar, men sd att allt trillar om vi drar ut 2 spikar (vilka vi dn viiljer).

(e) *Fundera pd ndgon generalisering!

(f) *Problemet med ett giing generaliseringar beskrivs i https://arxiv.org/pdf/1203.3602.pdf for den intresse-
rade.

Uppgift 19. Vi har 4 x 4 spikar tillsammans med ett antal ledningar sd att varje spik dr kopplad till de
nirliggande spikarna (ej diagonalt). Vissa av ledningarna dr trasiga. Du dr intresserad av om man kan ta sig
frdn varje spik till en annan spik via icke-trasiga ledningar. Till din hjilp har du en maskin som givet tvd spikar
avslojar om du kan ta dig mellan dem. Vilket iir det minsta antalet mitningar du behver for att vara siker pd att
alla spikar dr kopplade till varandra? 2m x n spikar? m x n?



Harnacks olikhet
En (ickesinguldr) kurva C' i CP? som definieras av ett reellt polynom (som exempelvis z? = yz) bestar

av dels en del RC som ligger i det reella projektiva planet RP? C CP? (dér alla koordinater &r reella)
och dels en komplex del CC' = C'\ RC.

Uppgift 20. Om kurvan C' ir av grad d, vilken genus har den?

Uppgift 21. Visa att CC bestdr av hogst 2 delar. Tips: komplexkonjugering.

Uppgift 22. Visa att en reell fjirdegradskurva i reella projektiva planet kan bestd av max 4 delar.
Uppgift 23. Hur mdnga delar kan RC hogst bestd av om C' dr av grad d?, Detta kallas Harnacks olikhet.
Uppgift 24. Hur kan en reell fjirdegrads kurva i reella projektiva planet se ut?

Uppsgift 25. Antas alltid max i Harnacks olikhet? Hur konstruerar vi kurvor pd ett bra siitt?

Uppgift 26. * Hilberts sextonde problem, 16st av Gudkov. Hur kan en reell sjittegrads kurva i reella
projektiva planet se ut?

Uppgift 27. ** Olést senast jag kollade. Hur kan en reell dttonde-grads kurva i reella projektiva planet se
ut?



13. Mattedrabbning bld

S juli

Klara underhéller sig sjdlv pa fritiden med att rdkna. Hon borjar med ett po-
sitivt heltal. Sedan 6kar hon talet med dess storsta dkta delare. Sedan 6kar hon
det nya talet med dess storsta dkta delare och s vidare. Visa att Klara efter ndgra
sddana operationer far ett tal som &r delbart med 320%,

Lat A vara en punkt i planet, och £ en linje som ej gdr genom A. Evan har ingen
linjal, utan istédllet en speciell passare som kan rita en cirkel genom tre distinkta
icke-kollinjara punkter. (Cirkelns centrum markeras inte i denna process). Vidare
kan Evan markera skdrningspunkterna mellan tva ritade objekt och markera en
godtycklig punkt pd ett pd ett objekt eller i planet. Kan Evan konstruera punkten
dér normalen fran A till ¢ skar ¢.

Pa ett plan finns ndgra attor (som en atta rdknas tva cirklar som tangerar
varandra i en punkt). Attorna skér inte varandra pd ndgot satt. Visa att de ar
andligt eller upprakneligt manga.

I triangeln ABC &r vinkeln A lika med 60°. Punkten T ligger inuti triangeln
sd att ZATB = /BTC = ZCTA = 120°. M &r mittpunkten pd sidan BC. Visa att
TA+TB+TC =2AM.

Tre punkter viljs slumpmassigt pa en cirkelperiferi. Berdkna sannolikheten att
de tre punkterna bestimmer en spetsvinklig triangel.

Med ett nummer menar vi en sifferstrang med sex siffror fran 000000 till 999999
(totalt finns det en miljon nummer). Ett turnummer dr ett nummer dér summan av
de forsta tre siffrorna dr lika med de sista tre. Hur manga turnummer finns det?
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1. Programmering med legorobotar, del 1

28 juli 2022

Idag ska vi g igenom vad en robot &r, hur programmeringsmiljon ser ut och
skriva vdra forsta program. Vi ska gd igenom hur man kan komma at sensorer-
na och motorerna och skickar 6ver sina program. Vi kollar d&ven pa hur man far
roboten att ldta, och skriver ut saker pa robotens skarm.

Uppgift: Aka i en fyrkant

Programmera roboten att dka i en kvadrat, fast med en loop. Héar ska ni loopa
4 iterationer. Vad &r fordelarna med att anvdnda en loop istéllet for att skriva ut
alla looparna?

Vad som kan varieras

Storleken pd fyrkanten. Antal varv man ska aka runt i fyrkanten. Enkelt att &ndra
bara en siffra istdllet for att lagga till 8 rader kod for varje varv.

Var anvénds detta pa riktigt?

Programmerare &r lata. Genom att anvdnda loopar slipper man mycket arbete.
Det &r battre att programmet automatiskt upprepar saker istéllet for att man ska
skriva médnga rader kod.

Uppgift: Lagerrobot
Beskrivning

Placera ut lite laskburkar som roboten ska ta tag i och flytta. Himta en burk och
lamna den bakom linjen till exempel. Har mdste ni anvianda mediummotorbloc-
ket for att styra klon.

Vad som kan varieras

Man kan testa att &ndra hastighet som klon stiangs eller 6ppnas. Ska man anvanda
tid eller rotationer eller grader har? Forklara varfor!

Bakgrund

En robot mdste manipulera verkligheten for att fa kallas robot, annars dr det bara
en maskin (ett annat krav dr att roboten ska kunna reagera pa sin verklighet). Nu
tar du ldra dig att programmera roboten till att utfora sysslor istéllet for att bara
aka omkring. Det kan t.ex. vara att hamta lask fran kylen ndr man sitter framfor
TVn.

Lagerrobotar runt om i vdrlden arbetar sdhér. De plockar upp ett objekt och
transporterar det frdn punkt A till punkt B. Det kommer att revolutionera trans-



portindustrin. En taxibil behover ingen forare om den klarar av att kora mellan
olika adresser pa egen hand.

Inbrottslarm

Beskrivning

Programmera ett inbrottslarm som véantar pa att ndgot ska komma framfor US
(ultrasonic, ultraljud) sensorn och sedan tjuter!

Vad som kan varieras

Lat roboten aktivera klon samtidigt som den ldter. Sa kan den sla till inbrottstju-
ven! Testa olika troskelvdrden pa avstdndssensorn.

Se hur den kan 6vervaka en dorr och reagera ndr ndgon forsoker ta sig in.
Forsok att smita forbi larmet utan att bli upptéackt. Testa att sétt flera robotar pa
olika hojd (en pé golvet, en pd en stol, en pa ett bord och en pd en stol pa ett bord)
och ta sig forbi. Sétt en pd en stol pa ett bord och forsok kora virtuell limbo: Forsok
ta er under den osynliga ultraljud-stralen utan att utlosa larmet! Vem klarar det?

Bakgrund

Inbrottslarm! Behover jag sdga ndgot mer?

Uppgift: Ak néra hinder

Beskrivning

Stéll upp ett hinder. T.ex. en kartong. Roboten ska starta bakom en starten start-
linje riktad mot hindret. Du ska programmera roboten att komma sa nira hindret
som mojligt utan att vélta det med hjilp av en ultraljudssensor. Roboten ska stan-
na ndr den har ndgot framfor sig. Anvand dig av véanta-pa-ultraljud-blocket.

Vad som kan varieras

Avstandet innan roboten stannar. Experimentera gdrna pa hur ldngt som sensorn
klarar som mest respektive minst. Notera att sensorn har ett minimumavstand
som den inte kan se kortare dn for inget ljud ekar tillbaka till receptorn. Varje
sensor dr unik, men runt 5cm. Maxavstandet dr 255cm, och allting langre dn sd
kommer sdga 255cm. Sma objekt pa ldngt avstdnd dr svdra att upptdcka med
ultraljud. Testa hur sma objekt som kan detekteras och pa vilka avstdnd!

Bakgrund

Ni har byggt en robot som reagerar pa ultraljud. En méanniska kan inte hora ult-
raljud, men en fladdermus kan. En fladdermus navigerar med hjilp av ultraljud
precis pd samma sétt som er robot. Den skickar ut en hogfrekvent signal och ma-
ter tiden det tar for ekot att komma tillbaka, med lite matte kan fladdermusen da
rakna ut hur langt det &r till kvistar och grenar i skogen.
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Uppagift: Patrullrobot

Programmera en robot att dka fram och tillbaka mellan tva svarta streck pa mar-
ken for evigt.

Vad som kan varieras

Istéllet for att anvdnda streck kan man ha en ultraljudssensor som kénner av vag-
gar. Roboten kan alltsa dka mellan de tva vdggarna i korridoren utanfor klassrum-
met och patrullera.

Var anvénds detta pa riktigt?

Om en robot ska vakta ett industriomrade (eller en dorr) behover den dka fram
och tillbaka mellan tvd markeringar och ha koll pa vad som hiander. Robotar gor
ofta valdigt enformigt arbete som ménniskor inte vill gora.

Uppgift: Styra roboten

Ge roboten mojlighet att bli styrd med hjdlp av dess knappar pd EV3-klossen.
Trycker man pa pil uppdt ska roboten dka ca 10cm framdt. Trycker man pa bil
bakat ska den dka bakat. Pil hoger roterar den 90 grader hoger och pil vénster
blir 90 grader at vanster.

Vad som kan varieras
Om man trycker pa mittenknappen ska klon 6ppnas om den &r stangs, och stang-
as om den &r dppen.

Var anvénds detta pa riktigt?

Ibland klarar inte en robot av att ta rétt beslut. Roboten kanske hamnar i en si-
tuation som den aldrig tidigare varit i och vet inte vad den ska gora. Da dr det
bra om en ménniska kan gd in och styra roboten ratt. Det kan ocksd vara bra om
roboten gor nagot farligt och man maste manuellt flytta tillbaka roboten, for ofta
ar de for tunga for att flyttas av muskelkraft.

Uppgift: Stadrobot

Halla sig inom ett omrade och stdda rent det. Varje gdng roboten ser en linje ska
den backa, svianga och kora framat igen. Puttar ut alla laskburkar fran omradet
tillslut.

Vad som kan varieras
Storleken pd omradet. Man skulle ocksa kunna ldagga till ndgot sa att programmet
avslutas ndr roboten stddat ett tag (begransar antal loop-iterationer).

Var anvénds detta pa riktigt?

Kan anvéndas for att stdda"ett bord (puttar ned allt pa golvet). Ungefdr som en
stadrobot eller dammsugarrobot. Grésklipparrobotar brukar ha en linje/slinga
runt hela tradgarden som roboten ska hélla sig innanfor.
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Uppgift: Dammsugarrobot

Undvika att kora in i ndgot. Samma som uppgift 1.7 fast man vantar pa att robo-
ten ska kdnna av ndgot med ultraljudssensorn istéllet.

Vad som kan varieras
Omrddet som ska koras runt. Kan vara bara pa golvet och undvika védggar och
kartonger och stolar. Dock har ultraljudssensorn svart att kdnna igen smala bords-
och stolsben.

Testa att svianga ett sSlumpmassigt antal grader vid varje sviang.

Var anvénds detta pa riktigt?

Detta dr pd samma sitt som robotdammsugare fungerar. En robotdammsugare
krockar i saker och mérker det och backar och svanger. Er robot &r till och med
béttre eftersom den inte behover sld i ndgonting, den reagerar innan den krockar
i natt!

Vanliga dammsugarrobotar dr optimerade for att sa snabbt som majligt tdcka
av ett rum. Men eftersom roboten inte pa férhand vet hur rummet ser ut anviands
ofta slumpen och statistiska metoder for att 6ka chanserna att snabbt stida hela
rummet.

Uppagift: Tetris

Om du kan ldsa noter kan du lata roboten spela upp den ryska folkvisan som
anvands i spelet tetris.

Tetris (Kalimba)

Russian Folk Song

Arranged by Holden Stogsdill Composed by Nikolay Nekrasov
e e P :
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Vad som kan varieras
Testa att spela in en annan Iat.
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2. Programmering med legorobotar, del 2

29 juni 2022

Idag kommer vi férdjupa oss i programmeringsstrukturer, till exempel loopar,
trddar och if-satser. Vi kommer dven att skriva egna funktioner med in-argument.

Uppgift: Linjefdljare

Folja en linje. Bryt ned enkla ménskliga instruktioner flj en linjetill en sekvens av
instruktioner som en dator forstar. Det ar inte det enklaste att forstd hur roboten
ska folja en linje.

Vad som kan varieras

Hur linjen ska dras. Testa att gora olika skarpa linjer eller korsningar och se vad
som hénder.

Var anvénds detta pé riktigt?

Linjefoljande robotar finns 6verallt! Det finns tavlingar med dem och de anvinds
i industrin. Mdnga robotar guidas av kablar. Var robotgrasklippare hittar tillbaka
till laddstationen med hjélp av en guidekabel som den foljer pa samma sitt som
ni precis gjort. En forarlos bil ser linjerna pa vagen och foljer dem.

Uppgift: Félja linje till burk
Beskrivning
Folj linjen tills roboten hittar en burk. Fdnga den och sen fortsétta folja linjen.

Vad som kan varieras

Istéllet for att fortsdtta folja linjen med burken kan man fdnga den vrida robo-
ten 90 grader och kora av linjen och sldppa burken, for att sen backa tillbaka till
roboten kdnner av linjen och vrida upp sig och fortsitta folja linjen!

Man kan stélla dit ett hinder langsmed linjen som roboten ska detektera och
kora runt, och sedan fortsdtta pd andra sidan.

Man kan ocksa lata linjen upphora pa ett stélle och fortsitta langre fram. Da
ska roboten upptécka att linjen tog slut och sedan fortsitta folja den langre fram.
Detta ar en svar uppgift att 16sa med endast en ljussensor, men det gar!

Var anvénds detta pa riktigt?
Robotar pa ett pappersbruk forflyttar stora pappersrullar genom att f6lja linjer pa
golvet.

Det &r ofta det kommer fram en méanniska framfor transportroboten och da
maste roboten sdklart kunna stanna! Annars dor manniskan. Annu bittre vore
forstds om roboten kunde kora runt méanniskan.



Uppgift: Sluta félja linjen nér den kommer fill vit markering

Sluta folja linjen ndr den kommer till en vit markering.

Vad som kan varieras

Man kan med fordel placera en burk i slutet av linjen som roboten ska gripa tag i
och forflytta!

Var anvénds detta pa riktigt?

Robotar anvander sig ofta av ndgot som kalla beacon, vilket betyder markorer pa
svenska. Dessa anvander roboten for att veta var den befinner sig. De kan besta
av t.ex. fairgmarkeringar eller saker som sdander ut strdlning som roboten reagerar

pa.

Uppgift: Egen funktion fér att kéra rakt fram

Skapa en egen funktion som tar in cm som roboten ska dka istéllet for varv eller
grader pa hjulen. Anvand variabler for hjulens storlek.

Vad som kan varieras

Bygg vidare pd funktionen for att kora rakt och lagg in ett gyro sa att den alltid
kor rakt oavsett om det dr ojamnt underlag.

Var anvénds detta pa riktigt?

Bra med funktioner som man kan dteranvinda fler ganger. Dessutom bra att kun-
na ange i enheter som dr enklare att relatera till. Skapar mindre fel da.

Uppgift: Egen funktion fér att svéinga

Skapa ytterligare en funktion som tar in antal grader roboten ska svdnga. Tes-
ta att gor den utan gyro-sensorn, utan med matematik som raknar ut hur langt
motorerna ska svianga for att uppna en viss vinkel.

Vad som kan varieras

Bygg vidare pa funktionen ovanfoér och ange en sviangradie pd sviangen, istéllet
for att alltid svanga kring robotens centrum. D4 kan man ange hur stor cirkel
robotens centrum ska forflytta sig langsmed.

Uppgift: Overgdngsstdile

Rédkna linjerna i en variabel, och stanna efter att roboten passerat 4 linjer. Skulle
man vilja d&ndra natt ljusvdarde behdver man bara gora det pa ett enda stélle.

Vad som kan varieras

Kor fram till en vagg och rdkna antalet linjer som roboten har passerat fram tills
dess. Skriv ut antal passerade linjer pa skdarmen.

97



Var anvénds detta pa riktigt?

Linjerna pa rad kan ses som ett 6vergangsstélle som roboten maste uppticka.
Variabler r bra for att kunna komma ihdg saker som har skett tidigare.

Uppgift: Hall avstandet!

Forsok att halla ett visst avstand till ett foremal framfor den, t.ex. din hand eller
en kartongskiva. Roboten ska backa om kartongen kommer for nédra, och kora
framdt om kartongen flyttas bort frdn roboten.

Vad som kan varieras

Olika avstand. P& hur 1adngt avstdnd kan den maximalt f6lja med? Vad hiander om
du ror foremalet for snabbt? Vad hdnder om den tappar bort foremadlet? Lagg till
nagon form av sokbeteende? Kan ni sitta flera robotar i rad som foljer varandra?

Gar att skapa en P-regulator, vilket betyder att den dker fortare om kartongen
ar langt ifran gransen, och langsammare om den &r ndra avstdndsgransen.

Var anvénds detta pa riktigt?

Volvo utvecklar just nu fordonstdg dar lastbilar kor utan forare. Det finns en fo-
rare i forsta lastbilen som styr, sedan ldagger sig flera andra pa ett fast avstand till
bilen framfor. Detta for att det blir billigare att slippa betala 16n till férarna i last-
bilarna ldngre bak, dessutom spar de brénsle eftersom de kan ligga valdigt tatt
och fa bort luftmotstand.

Uppgift: Gyro-regulator

Gyroregulator, far roboten att dka rakt med hjdlp av data frdn gyro-sensorn. Det
hér dr vad som brukar kallas P-regulator.

Vad som kan varieras

Forsok fa roboten att klara sd stora storningar som majligt. Lagg ut papper fram-
for roboten som gor att hjulen spinner/slirar. Eller lagg ut andra sma stornings-
moment, kanske tdndstickor om vi har ndgra. Knuffa pa roboten.
Lagg till ett ljud som séger Aj'eller "uschom n&n puttar pa roboten for mycket.
Utveckla P-regulatorn mer och lagg till en integrerande och deriverande del
sa att det blir en PID-regulator.

Var anvénds detta pa riktigt?

Att kora rakt trots storningar dr viktigt. Vérlden dr séllan helt ideal och ska man
gora en robust robot maste den anvéanda sig av sensorer for att ta sig fram. Om
man bygger en skogsrobot som ska ta sig fram 6ver stockar och stenar anvands
ofta gyrosensorer.
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2.9

2.10

Uppgift: Grafritare

Lt roboten méta avstandet framfor roboten eller vinkeln pd roboten och rita ut
sensorvdrdet som en graf pd skarmen. Du kan bade lata roboten rotera sjilv, eller
lyfta upp roboten och rotera med handen.

Vad som kan varieras

Istéllet for att médta avstand kan man plotta ndgot annat. T.ex. firgen pd under-
laget sd far du en "karta"over vilka nyanser golvet har langsmed en stracka. For-
slagsvis ldter man roboten kora framat istéllet for att rotera pa stéllet.

Var anvénds detta pa riktigt?

Ofta sa far man en béttre forstdelse av sensordata i en graf istéllet for att bara ldasa
av en siffra pd en skdrm. Det dr ofta viktigt att se hur ndgot varierar 6ver tid och
i en graf kan du se historisk data enkelt.

Uppgift: Kartering

Lat roboten rotera ett varv och mét avstandet fram till ndrmsta objekt vid varje
grad. Rita ut en graf i fonstret pd roboten dar X koordinaten representerar vinkel
och Y-koordinaten motsvarar dess avstand. D& far man en form av karta over
omgivningen.

Vad som kan varieras

Istallet for att bara rotera ett varv kan man lata roboten kora framat eller bakat
och sen rotera igen for att bygga en storre karta. Detta kallas for SLAM.

Var anvénds detta pa riktigt?

Raddningsrobotar skickar man in i okdnda omraden och da madste de skapa sig
en karta nér de dker runt. De anvadnder ultraljud och lasersensorer (LIDAR) for
att mappa upp omradet som de &r aktiva i.

Figur 2.1: En forarlos bil bygger upp en karta av sin omgivning.
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@. Programmering lll: Python-introduktion

[30 juni j

3.1 Datatyper

Hur man deklarerar variabler med olika datatyper:

x=7 # Integer

y = 3.7 # Float

z = 'Text here' # String

bl = True # Bool

1st = [53, False, ['Hugo', 4, 'orange']] # List

dct = {'keyl':'valuel', 'key2':'value2'} # Dictionary
st = {'banana', 13, 'apple'} # Set

tpl = (5, 7, 9) # Tuple

3.2 Interaktivt IGge

Iinteraktivt ldge kan man skriva kod rad for rad som sedan tolkas av datorn och
exekveras (kors) direkt.

3.2.1 MinirGknare

Starta Python i interaktivt ldge och testa att skriva in olika numeriska uttryck for
att anvidnda terminalen som en minirdknare.

3.2.2 Symbolhanterande

Testa att lagra varden i olika variabler och utfor berdkningar. Anvand dven olika
datatyper. Vad blir resultatet av att genomfora foljande operationer:

(a) Ett tal plus ett tal?

(b) En strang plus en strang?

(c) En strang plus ett tal?

(d) En strang multiplicerat med ett heltal?
(e) Ett heltal plus eller ganger en bool?

(f) En lista ganger ett heltal?

(g) Enlista plus en lista?



Indexering av strdngar

Vad hdnder nidr man skriver foljande? Fundera forst pa vad ni tror, innan ni testar.
Reflektera och frdga om natt ar oklart!

>>> x = "Hello world"

>>> x[7]

>>> x[1:3]

>>> x[-2]

>>> x[3:]

>>> x[:] # Nar vill man anvanda detta?
>>> x[:1]

>>> x[:-3]

>>> x[-5:]

Indexering av listor

Vad hdnder nédr man skriver foljande? Hur ser a ut efter varje rad? Fundera innan
ni skriver in det i terminalen. Ger nagon rad error?

>>> a = [2,3]
>>> af[l1] =5

>>> al1] = [3,4,5]

>>> a[2] = [7]

>>> a[2:] = [7]

>>> a[2:] = [7,8,9,10]

>>> al2:] = [3,4]
>>> al[:-3] = [0]

Skript

Oftast sa skriver vi inte kod interaktivt utan sparar den i en textfil. Detta gor att
vi enkelt kan ateranvianda stora méangder kod, till exempel om man vill utfora lik-
nande berdkningar manga ganger med olika parametrar, eller vill testa att nagot
fungerar utan att behova skriva om alla test mellan varje dndring.

Skapa ett skript

Skriv ett program som utfor ett par berdkningar och skriver ut svaret.
Extra: Be anvandaren om in-data till berdkningarna. Extra: Loopa berdkningen
till dess att anvandaren vill avsluta programmet.

Funktioner

Ofta nojer vi oss inte med de inbyggda funktionerna utan vi vill kunna definiera
egna funktioner:

def add(a, b)
return a + b
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Implementera ndgon funktion som tar ett eller flera argument och returnerar ett
lampligt svar. Ett exempel &r att konvertera langder i fot och tum till cm. 10’5”
betyder 10 fot och 5 tum. En fot dr 12 tum och en tum &r 2,54 cm. Anropet
length("10'5”") ska alltsa returnera 317,5. Glom inte att testa olika specialfall som
enbart tum och enbart fot! Om du blir klar snabbt kan du ldgga till att anvanda-
ren via en parameter far bestimma om konverteringen ska ske fran tum och fot
till cm eller tvartom.

Rekursion

Rekursion innebar att en funktion kan kalla p4 sig sjalv.

def rec(count)
if count > O:
print('There are ' + count + 'function calls left!')
return rec(count - 1)

Skapa en egen rekursiv funktion. Exempel:
1. n! (n-fakultet)

2. fibonacci-talen

3. Ackermann-funktionen (Googla!)

Extra: Lagg till en variabel som rdknar hur méanga rekursiva anrop som gors till
funktionen. Finns det smartare sétt att implementera din funktion som inte kra-
ver lika manga anrop?

Indexering

Python &r ett nollindexerat sprak. Det innebér att man borjar rdkna pa 0. Till ex-
empel name[0] innebdr den forsta bokstaven i strangen name, name[1] &r den
andra bokstaven osv. Negativa index rdknar bakifran, name[-1] &r det sista teck-
net i strangen. Detta skrivsitt fungerar dven p4 till exempel listor.

Extra: Slicing

Python har véldigt smidig syntax for att extrahera intervall. I exemplet ovan s
betyder name[2:5] straingen med bokstdverna som har index 2, 3 och 4 (men inte
5). Om man skriver name|[:-2] far man alla tecken utom de 2 sista.

Extra: Comprehension

Python har flera olika sétt att med kort och koncis kod skapa de objekt man vill.
Till exempel finns list comprehension, set comprehension och dictionary compre-
hension. Kolla upp vad dessa innebér. Ser du varfér den hér notationen ar an-
viandbar?
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Ovningar listor
Anvénd list comprehension (listbyggare) for att 16sa foljande uppgifter:

1. Skapa en lista med alla kvadrattal mellan 1 och 100.
2. Skapa en lista med alla tal mellan 1 och 100 som innehdller siffran 6.

3. Utga fran listan ['Bjorn’, "Hund’, 'Katt’, "Hast’]. Lagg till ett utropstecken till
alla strangar och filtrera bort strdngar som inte innehdller bokstaven 'n’.

Ovningar ordbdcker
Anviand dicct comprehension (ordboksbyggare) for att 16sa foljande uppgifter:

1. Skapa en dictionary vars nycklar &r talen frén 1 till 15 (bada inkluderas) och
vdrdena ar kvadraten av nycklarna. Testa forst med en for-loop och sen med
en ordboksbyggare.

2. Skapa en dictionary med alla orden i denna delfrdga dér orden ar nyckeln
och ordens langd dr dess varden. Anvand ordboksbyggare.

3. Anvand néstlade list / dictionary comprehensions for att hitta storsta ensiff-
riga delaren for varje tal fran 1 till 1000. Talen dr nyckel och storsta ensiffriga
delaren &dr vérdet.

Extra: Klasser

Python anvénds ofta for att skriva objektorienterad kod. Detta innebédr att man
kan skriva egna klasser, med egna medlemsfunktioner. Implementera en egen
klass! Ett exempel finns nedanfor:

class Person:
def __init__(self, name, age):
self .name = name
self.age = age

def celebrate_birthday():
self.age += 1

def present_themself ():
print('Jag heter ' + self.name + ' och jag &r ' + self.age + ' ar!')

pl = Person('Hugo', 22)
pl.present_themself ()
pl.celebrate_birthday()
pl.present_themself ()

Fler instruktioner och exempel

https://docs.python.org/3/tutorial/introduction.html
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4. Tavlingsprogrammering
2 juli

Idag ska vi gd igenom hur tavlingar fungerar i programmering och 6va pa ett
par problem. Vi kommer dven ga igenom hur man anvander kattis.

Problem

Skriv ett program som avgor hur manga ganger talet x finns med i en lista.
Ditt program bor ldsa in x med hjdlp av input() funktionen och skriva ut svaret
med hjdlp av print(). Listan kan for tillfdllet kodas direkt i programmet men bor
vara latt att dndra pa.

Kontrollera erat program med foljande exempel pa in- och utdata.

e Lista=1,2,3,4],x=2->svar=1
e Lista=[1,1,2,2],x=1->svar=2
e Lista=[0,1,2,3],x=5->svar=0
e Lista=[0,1,0,1],x=1->svar=2

Uppdatera nu programmet sd att ni ldser in listan med hjilp av input(). Ett
vanligt sdtt som man gor detta pd i tavlingar &r att forsta ldsa in hur lang listan ar
och sen ldsa in innehdllet. Som exempel kan man dé dela upp listan [1,2,3,4] pa
fem rader. Forsta raden blir da en 4a foljt av talen 1, 2, 3 och 4 pd en rad var.

Skriv ett program som avgor ifall det finns tva tal i en lista som summerar till
x. Programmet ska forst ldsa in talet x och sedan ldsa in listan pa samma sdtt som i
forra uppgiften. Ifall det finna tva tal i listan som summerar till x, ska programmet
skriva ut “Ja”. Annars ska programmet skriva ut “Nej”.

Testa programmet med ett par exempel som du hittar pa sjalv.

Skriv ett program som avgor ifall det finns tre tal i en lista som summerar till
x. Lds in input pd samma sitt som tidigare. Ifall det finns tre tal som summerar
till x, skriv ut “Ja”, annars “Nej”.

Testa programmet med ett par exempel som du hittar pa sjalv.

Hur ménga hogertrianglar finns det vars hypotenusas langd ar ett heltal mind-
re &n 100? Skriv ett program som testar alla mojliga kombinationer pa triangel-
langder. For varje kombination, testa ifall talen foljer pythagoras sats. Skriv ut
antalet kombinationer med hjilp av print().

Kattis

Vi ska nu 6verga till att géra nagra problem pa kattis. Oppna upp open. kattis.
com i din browser. Tryck pd log in hogst upp till hoger. Vilj sedan ett av alternati-
ven (vi foreslar log in with email). Ifall ni har ett konto sedan tidigare, logga in pa


open.kattis.com
open.kattis.com

det kontot. Annars mdste ni skapa ett. Tryck pd sign up for a Kattis account och
tyll i all information.

Borja med problemet Hello world: https://open.kattis.com/problems/hello.
Skriv forst programmet i en fil pd eran dator. Nér ni har skrivit programmet kan
ni skicka in det till kattis genom att forst trycka pd upload files... och sedan sub-
mit.

Los https:/ /open.kattis.com/problems/planetaris

Los https:/ /open.kattis.com/problems/harshadnumbers

Los https:/ /open.kattis.com /problems/ostgotska

Lite svdarare problem

Finns det nagot tresiffrigt tal som &dr 20 ganger storre dn sin egen siffersum-
ma? Skriv ett program som berdknar svaret. Ifall det finns sddana tal, skriv ut alla.
Ifall det inte finns nagra, skriv ut “finns inga”.

Skriv ett program som avgor ifall det finns ndgon delméngd av en lista som
summerar till x. Lds in x samt en lista med input() och skriv ut “Ja” ifall det finns
en delmédngd vars summa blir x. Skriv annars ut "Nej”.

Tips: Borja férst med en lista av langd 2. Oka den sedan med 1 i taget upp till
10 s att du gradvis far ett svarare problem.

Givet en lista och ett heltal x, vad dr den delmdngdsumma som &r ndrmast x
utav alla mojliga kombinationer. Precis som i forra uppgiften kan det vara smart
att forst 10sa problemet for vildigt sma listor och sen jobba sig uppat.
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5. Pygame och Objekt

5 Juli

Objekt och klasser
Skapa en klass Rabbit med parametrarna firstname, lastname och age.

Skapa en metod till personklassen for att hilsa ger en text dar haren introdu-
cerar sig.

Lagg till metoden birthday som okar en harens dlder med 1.
Lagg till funktionen som gor att str () fungerar pa objekt av klassen Person.

Lagg till metoden __add__() till klassen som beskriver vad som hander nér
tva kaniner blir tre. (Den ska skapa en ny kanin med ett sSlumpmaissigt namn fran
en lista och aldern 0)

Kom igdng med PyGame!

Foljande kod kan anvéandas for att starta pygame och dppna ett vitt fonster:

import pygame

WINDOW_HEIGHT = 800
WINDOW_WIDTH = 800

pygame.init ()
screen = pygame.display.set_mode ([WINDOW_WIDTH, WINDOW_HEIGHT])

while True:
screen.fill ((255,255,255))

pygame.display.flip()

Du kan antingen utgd ifran den tomma koden ovan och hitta pa ndgot eget. Ex-
empelvis sd skulle du kunna skapa en animation av olika former som studsar
mot skdrmens viggar.

Du kan ockséd bygga vidare pd mitt exempel fran genomgédngen. Du kan lad-
da ned det fran denna ldnken: https://drive.google.com/drive/folders/im_
0-Eook_4VibtFidQjMs-D_4FEsGMXN7usp=sharing

Forslag pa vad som gar att lagga till pa exemplet:

1. Battre “Game Over” skarm

2. Bakgrund


https://drive.google.com/drive/folders/1m_O-Eook_4Vi5tFidQjMs-D_4FEsGMXN?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1m_O-Eook_4Vi5tFidQjMs-D_4FEsGMXN?usp=sharing

10.
11.

 ® N o O s W

Fler spikar for 6kad svarighetsgrad

Okande hastighet pa spikarna

Podngsystem

Objektiv, exempelvis ndgot som spelaren ska plocka upp for poing
Mojlighet att starta om spelet

Ljudeffekter

Nya fiender

Mojlighet att hoppa

Nagot helt eget!
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G. Inbyggda Python-funktioner

[28 juni 2022 ]

Lambda

1. Skriv en lambdafunktion som tar in x som parameter och returnerar x+2, till-
dela funktionen till variabeln L:

i=6
L=
print(L(i))

2. Skapa en lambda-funktion som du skickar in till key-parametern i sort() funk-
tionen for att sortera listan i fallande ordning. Normalt sett sorterar sort() i stigan-
de ordning. Det finns en reverse-parameter som man normalt sett anvander for
att byta ordning, men den far du inte anvdnda i denna uppgift.

numbers=[100, 10, 10000, 1, 9, 999, 99]

3. Sortera en lista med postkod-ortnamn tupler efter ortens namn:

orter = [(18452, 'Osterskar'), (58334, 'Linképing'), (12152, 'Johanneshov'),
(75642, 'Uppsala')]

Zip och map

4. Zippa ihop listorna med postorter och postnummer sa de hamnar i en lista av
tupler.

numbers=[18452, 58334, 12152, 75642]
cities=["Osterskar", "Linképing", "Johanneshov", "Uppsala"]

5. Anvéand zip, list och sort for att skapa en dictionary dar strangarna och siffror-
na matchar upp efter hur de sorterats.

strings=["Fredrik", "Daniel", "Elias", "Hugo"]
values=[4, 12, 7, 19]
res == {"Fredrik": 12, "Daniel": 4, "Elias": 7, "Hugo": 19}

6. Anvand map for att returnera alla kvadrater av talen i listan:

numbers = [4,8,2,9,1]

7. Anvand lambda och map for att addera ihop elementen i forsta och andra
listan. Listorna &r alltid lika langa. Tips: Lambda kommer ha tva argument.



first = [4,8,2,9,1]
second = [3,6,7,0,1]

Anvind map(), lambda och count() for att skapa en ny lista som innehédller
antalet a:n (bade stora och sma) i varje delstat:

states=["Alaska", "Alabama", "Arizona", "Arkansas", "Colorado", "Montana",
"Nevada"]
res == [3, 4, 2, 3, 1, 2, 2]

Skriv ett program som raknar ut summan av absolutbeloppen i listan. Anvand
sum och map.

1st=[99.3890,-3.5, 5, -0.7123, -9, -0.003]

List- och dict-comprehensions

Skapa en lista med hjdlp av list-comprehensions med 6 adderat till varje elem:

1st=[44,54,64,74,104]

Anvénd list comprehensions for att bygga en lista med kvadraterna av varje
tal vars kvadrat ar storre dn 50.

1st=[2, 4, 6, 8, 10, 12, 14]

Skapa en lista (med list comprehension) med alla fordonsnamn utifrdn nedan-
stdende dictionary. Ta bara med fordonen som vager mindre dn 5000kg, och passa
dven pa att konvertera namnen till VERSALER i samma list comprehension.

vehicles={"Sedan": 1500, "SUV": 2000, "Pickup": 2500, "Minivan": 1600, "Van":
2400, "Semi": 13600, "Bicycle": 7, "Motorcycle": 110}

Anvind dictionary comprehension for att skapa en ny dictionary dédr endast
key-value paren med borsvirde 6ver 2000 finns med.

stocks={"NFLX":4950, "TREX" :2400,"FIZZ":1800, "XP0":1700%}

Filter

Anvand filter for att skapa en lista med bara de jaimna talen:

lista = [4,7,9,1]

Anvint filter() och list() for att filtrera ut en lista med vokalerna fran:

stri="Mattekollo 2022 arrangeras pd Valla folkhogskola."
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Anviand map och filter for att lagga till 2000 till de tal som &r under 8000.

1st1=[1000, 500, 600, 700, 5000, 90000, 17500]
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(2. Spelprogramering 2022

[29 juni j

Idag kommer vi att ga igenom python-biblioteken PyGame som man kan an-
vanda for att skapa spel eller rita annan grafik eller simuleringar pa datorn.

Spelprogrammering - PyGame
1. Oppna ett fonster

import pygame # Importera PyGame biblioteket
pygame.init() # Starta allt internt i PyGame

# Valj storlek pd foénstret med bredd (800) och héjd (600).
screen = pygame.display.set_mode([800, 600])

while True:
# Render
screen.fill((255, 255, 255)) # Fyll skérmen med vit

# Uppdatera det som visas. Alla tidigare kommandon ritar till
pygame.display.flip()

# Rensa allt som skapats vid init()
pygame.quit ()

2. Fonstret gar i nuldget bara att stinga genom att skriva CTRL+C i terminalen.
For att programmet ska stoppa ndr man trycker pa sting av knappen maste det
kodas. Allt anvdndaren gor, tex trycker pa tangenter eller stang-krysset laggs till
som ett event som koden kan reagera pa.

running = True
while running:
# Events
for event in pygame.event.get():
if event.type == pygame.QUIT:
running = False

3. Rita former

# Render
screen.fill ((255, 255, 255))

pygame.draw.rect(screen, (255, 0, 255), (100, 200, 500, 300))
# Rita en lila rektangel, men 6vre hornet i punkten (100, 200) (100 fran



vénster, 200 uppifran) som &r 500x300 pixlar stor

pygame.display.flip()

Alla olika draw funktioner star hér: https://www.pygame.org/docs/ref/draw.
html. Det finns bland annat for cirklar och linjer.

Interaktivitet

(a) Testa om en tangent blivit nedtryckt:

# Event
for event in pygame.event.get():

if event.type == pygame.KEYDOWN:
if event.key == pygame.K_a:
print("A was pressed this frame")
if event.type == pygame.KEYUP:
if event.key == pygame.K_a:
print("A was released this frame")

Alla olika K_ vérden finns en bit ner pa denna sida: https://www.pygame.
org/docs/ref/key.html.

(b) Gor s att kvadraten flyttas ndr man trycker pa tangentbordet, forslagsvis
WASD eller piltangenterna.

Gor nu sa att kvadraten fortsétter flytta pa sig ndr man kan hélla in tangenter-
na, sd att man inte maste klicka flera gdnger for att flytta den langt.

Detta kan till exempel goras med pygame.key.get_pressed(). Den returnerar en
sekvens av bools, en for varje tangent som kan indexeras med K_ konstanten.

pygame.key.get_pressed() [pygame.K_a]

Begrinsa till ett lagre framerate och introducera delta tid.

clock.tick(FPS) returnerar hur manga millisekunder som har passerat sedan
forra uppdateringen, det delat pa 1000 ger da hur manga sekunder. Om tiden
som har gatt &r mer dn FITS kommer clock.tick(FPS) att vinta sa att spelet inte gar
snabbare dn FPS ggr per sekund.

clock = pygame.time.Clock()
dt =0
while running:

square_x += 10 * dt # Andra variablen square_x med 10/sek
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dt = clock.tick(60) / 1000.0

7. Ladda in och rita bilder

# Ladda in bilden, om den har en transparent bakgrund anvénd .convert_alpha()
name_pic = pygame.image.load("name.png") .convert()

# Skala om bilden till r&tt storlek.

name_pic = pygame.transform.scale(name_pic, (400, 400))

# Render

# Placera bilden p& skirmen, med 6vre védnstra hornet i punkten (10, 10).
screen.blit(name_pic, (10, 10))

Byt ut spelaren (tidigare boxen) till en kanin (eller annan valfri bild).

8. For att integrera musen kan foljande anvandas:

if event.type == pygame.MOUSEBUTTONDOWN: # eller MOUSEBUTTONUP
if event.button == 1: # 1 = vénsterklick, 3 = hoégerklick
print(f"Left click was pressed this frame, at {event.posl}")

# F4 mus-positionen (0, 0) &r o6vre vénstra hérnet.
pos = pygame.mouse.get_pos()
print (f"Musen &r pd x: {pos[0]}, y: {pos[11}.")

# F4 musens delta-rdrelse sedan férra uppdatering
rel = pygame.mouse.get_rel()
print (f"Musen flyttade sig {rel[0]} pixlar i x och {rel[1]} pixlar i y.")

Gor sd att man kan placera en morot genom att klicka i spelet. Gdrna sd att
mitten av moroten placeras ddr man klickar.

9. Kollision
Skriv funktioner som kan testa kollision i dessa fyra basfal.

* Kollision mellan cirkel och (punkt | cirkel)
* Kollision mellan rektangel och (punkt | rektangel)

Implementera sedan att kaninen kan dta mordétterna genom att ga in i dem.

Man kan ocksa testa dessa kollisioner med PyGames Rect. Det &r ett smidigt
satt att ha en rektangel som man kan flytta runt och testa kollisioner med: https:
//www.pygame.org/docs/ref/rect.html.
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Score och text
Lagg till en score som Okar for varje morot som &ts. Visa den pa skdrmen
genom att rita text.

pygame.font.init ()
my_font = pygame.font.SysFont('helvetica', 20)

# Render

# Skapa en bild med texten 'Podng: 10', med anti-aliasing, som &r svart
text = my_font.render("Poing: 10", True, (0, 0, 0))

# Rita texten i punkten (10, 100)
screen.blit (text, (10, 100))

Uppdatera mordtterna sd att det gar att placera ut flera stycken samtidigt.

Skapa en funktion som lagger till en morot pd en slumpad position pa skar-
men. Skapa nya morotter da och da automatiskt.

Skapa en rival som ocksd forsoker dta morotterna. Valj en bild, {4 den att ga
mot mordtterna och dta dem. Vilj om den tex ska ga mot den som dr narmast
eller rdkna ut om spelaren kommer hinna fore till en specifik morot och vélj dess
morots-madl strategiskt.

Det hidr dr grunderna for att gora spel. Du kan antingen jobba vidare pa detta.
Lagg till hinder som kaninen och rivalen mdste undvika. Lagg till olika powerups
och gor sd att rivalen ocksa kan anvidnda dem. Eller ndgot helt annat!

Kodfilen dr nog redan nu vildigt 1dng, och det blir snabbt ménga variabler att
halla koll pa. Att anvidnda klasser och sprites underléttar i stora projekt. Mer info
finns bra beskrivet bland annat hér: https://realpython. com/pygame-a-primer.
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3.1.1

@. Pyplot, Numpy och ekvationslosning )

[30 Juni ]

Tillaggsfiler finns att hamta hér: http://shorturl.at/eszDZ
Stjarnmarkta (x) uppgifter kraver lite mer matematik och &r tiankta att vara frivil-
liga.

Intfroduktion till Pyplot
1. Plotta funktionen f(x) = —x?+3x+1 for x € [-3, 5].

2. Plotta funktionerna f(x) = sin(x) och g(x) =x— %3 i olika farger for x € [-2, 2].
Sidonot: Visst ser graferna lika ut for sma x?

3. Rita de tva foregdende problemen som tva subplotter ovanpa varandra.

Andra typer av grafer

4. Ett kast med en fusktdarning kan i python simuleras med koden nedan. An-
vand denna kod for att simulera 10000 kast med tdrningen och redovisa sedan
antalet gadnger tarningen landar pa respektive sida i ett histogram.

import random
import matplotlib.pyplot as plt

def throwDice(): # Kast med fusktédrning via invers transform sampling
# Generera slumptal:
x = random.random()
# Sannolikhet f6r varje sida (sannolikhetsfunktion):
sannFunk = [0.15, 0.15, 0.15, 0.15, 0.15, 0.25]
# Kumulativ sannolikhetsfunktion foér att hitta traffad sida:
csannFunk = [sum(sannFunk[0:i+1]) for i in range(0,len(sannFunk))]
# Hitta vilken sida tdrningen landar pa
for i,P in enumerate(csannFunk, start=1):
if P > x:
return i

print (throwDice())

Tips: Det finns en histogram funktion i matplotlib (googla!) som kan rita det &t
dig, men for att gora uppgift 6 littare rekommenderar jag att anvanda ax.bar()
istdllet.

5. x Illustrera additionen av vektorerna v = (1,2) och u = (2,3) med hjdlp av
graftypen quiver.
Ledtrid: Ni behover dessa parametrar for quiver, annars kommer pilarna skalas
om:
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3.1.2

3.2

ax.quiver(x,y,u,v, angles='xy', scale_units='xy', scale=1)

# x, y 4r listor med startpunkterna fér varje vektor

u, v dr listor med vektorerna

angles='xy' goér att pilar pekar fran (x,y) till (x+u,y+v)
scale_units='xy' gbr att pilarnas léngd f6ljer axlarnas skala

H OH B H

scale = 1 satter forhdllandet till 1:1 mellan vektorer och axlar

Animation

6. Animera stapeldiagrammet med tarningskast du skapade tidigare genom att
rita in ett par kast &t gdngen, anpassa tiden per bild efter smak.

7. En massa som hénger i fjader dras ifrdn sitt jamviktslage och slapps sa att
massan oscillerar vertikalt. Massans rorelse kan i detta fall beskrivas av y = — cost,
dér ¢ ar tiden. Representera massan som en stor cirkel och animera dess rorelse.
Vilj lamplig uppspelningshastighet.

Numpy

8. Skapa en vektor med tal fran 10 till 49. Ledtrdd: np . arange

9. Skapa en 3x3x3 array med slumptal. Ledtrdd: np.random.Generator. integers
10. Skapa en vektor med 10 slumptal och sortera den. Ledtrid: sort

11. Skapa en 3x3 matris med talen fran 0 till 8. Ledtrdd: reshape

12. Hur kan man ldgga till en ram (fylld med nollor) runt en existerande array?
Ledtrdd: np.pad ()

13. Skapa en array med nollor pa formen (20,20) med ettor pd yttersta kolumnen
och raden. Ledtrdd: np .zeros ()

14. Hur kan du fa tag i (x, y, z) indexet for det hundrade elementet i en array
som har formen (6,7,8)? Ledtrdd: np.unravel index()

15. Vilka av foljande operationer gar att gora med en numpy array av godtycklig
form? Vad gor de? Fundera innan du kor dem.

Z**Z
2 <K Z >> 2
Z <~ Z

1j%2Z

z/1/1

7<Z>Z

16. Skapa en 16x16 array och skapa sedan en ny array utifrdn de fyra block sum-
morn (varje block ar 4x4). Ledtrid: np.add.reduceat

17. Skriv om funktionen som raknar fram ett kast med en fusktarning sa att den
anvander numpys funktioner istéllet, inga loopar ska behovas langre. Anvand
funktionen np.random.Generator.choice, googla hur du anvander den!
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Inlésning av data
Ladda ner linReg.csv filen med ett antal approximativa punkter for tva funktioner
f(x) och g(x).

Rita upp punkterna frdn bdda funktionerna som prickar.

Anpassa en rét linje (1:a grads polynom) till punkterna for funktionen f(x).
Rita den anpassade linjen tillsammans med punkterna.

* Vad for typ av funktion passar till punkterna for funktion g(x)? Gor en
kurvanpassning for bestaimma funktionen, du kan behtva bearbeta datan innan.
Rita den anpassade funktionen tillsammans med punkterna.

xLinjér algebra

* Berdkna matris-vektor multiplikationen nedan:

2 01 3
-1 10 2
1 10 0

Ledtrid: @/np.matmul () (Googla)
*xLatv=(1, 3, 2) och i = (0, -2, 1), berdkna v x i. (Googla)
* Berdkna determinanten av en slumpmadssigt genererad 5x5 matris. (Googla)

* Slumpa fram 3x3 matriser med heltal mellan 0 och 9 tills du far en inverter-
bar matris (determinanten &r nollskild). Berdkna da inversen. (Googla)

* Skapa en klocka med en visare som vrids med ett steg per sekund och
gor ett varv pa 60 sekunder. Anvand plot eller quiver for att skapa visaren och
forslagsvis en rotationsmatris for att vrida visaren.
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Ekvationslésning

Bisektionsmetoden dr en metod for att hitta det tal x som uppfyller
f(x) = 0 for en given kontinuerlig funktion f.

1. Betrakta ett kort intervall [a, b] ddr f byter tecken.

2. Vilj en ny punkt i mitten av intervallet ¢ = 4{2.

3. Om c inte dr ett nollstdlle sa har f(c) samma tecken som antingen f(a)
eller f(b). Vdlj ett nytt intervall [q, c| eller [c, b] pa vilket f byter tecken.

4. Upprepa punkt 1-3 tills nollstéllet dr inom ett tillrackligt litet intervall.

Sekantmetoden dr en numerisk metod for att hitta det tal x som uppfyl-
ler f(x) = 0. Givet tva tidigare approximationer, x,, och x,_; sa kan en forbattrad
approximation x, 1 av x* fas:

Xn — Xn—1

f(xn) = f(xn—2)

Hitta en rot till funktionen med tva korrekta decimaler: f(x) = 4x> +4x*> 4+ 6
med hjdlp av bisektionsmetoden.

Xn+1 = Xn _f(xn)

Hitta en av 16sningarna till ekvationen: x' 4+9x3 +9x — 6 = 5x+5 med 5 kor-
rekta decimaler.

Hitta de tva 16sningarna som ar ndrmast x = 0 till ekvationen
arctanx = 2sin (mx+2) med 5 korrekta decimaler.

Hitta en 16sning till ekvationen —31n(sin2x) —2 =0, x € [—1, 1] med 8 korrek-
ta decimaler. Los forst med bisektionsmetoden och sedan med sekantmetoden,
jamfor antalet iterationer som behdver goras!

Hitta 16sningen som ligger i ndrheten av x = 2 med 8 korrekta decimaler
till x* —5.39x% +7.2207x% + 3.9471x — 9.6636. L6s forst med bisektionsmetoden och
sedan med sekantmetoden, jamfor antalet iterationer som behover goras!

Stall upp en ekvation som later dig approximera /2. Berdkna sedan virdet
med 12 korrekta decimaler.
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4. Tavlingsprogrammering
2 juli

Idag ska vi ga igenom hur tdvlingar fungerar i programmering och 6va pa
ett par problem. Vi kommer dven gd igenom hur man anvéander kattis och ldra
oss om ett par vanliga metoder som dr anvdndbara inom tdvlingar men dven
programmering i allménhet.

Kattis introduktion

Till att borja med madste vi skapa ett konto pa kattis, d& det ar dar vi kommer
att ova pd en del uppgifter. Senare under kollot kommer vi dven att anvdnda
kattis for att halla en tavling. Oppna upp open.kattis.com i din browser. Tryck
pd log in hogst upp till hoger. Vilj sedan ett av alternativen (vi foreslar log in with
email). Ifall ni har ett konto sedan tidigare, logga in pa det kontot. Annars mdste
ni skapa ett. Tryck pa sign up for a Kattis account och fyll i all information.

Borja med problemet Hello world: https://open.kattis.com/problems/hello.
Skriv forst programmet i en fil pd eran dator. Nar ni har skrivit programmet kan
ni skicka in det till kattis genom att forst trycka pa upload files... och sedan sub-
mit.

Los https:/ /open.kattis.com/problems/planetaris
Los https:/ /open.kattis.com/problems/harshadnumbers
Los https:/ /open.kattis.com /problems/ostgotska

Blandade problem
Los: https:/ /open.kattis.com/problems/closestsums

Los: https:/ /open.kattis.com/problems/guess

I detta problem kommer vi att ldsa in all indata via standard input och skriva
ut svaret med print() precis som vi gjorde pa kattis.

o Input: p4 forsta raden str ett heltal, n <= 10°. P4 de foljande n raderna star
en strdng var som definierar listan s. Sedan kommer en rad med ett heltal,
g <= 1000, som get antalet fragor. P4 de kommande q raderna kommer ett
ord var, g[i].

e Output: for varje ord g[i], skriv ut den alfabetiskt minsta strangen fran listan
s som dr storre an eller lika med ¢[i] (dvs hitta det alfabetiskt minsta x fran s
sadant att x >= g[i]).

Clara har ett staket som hon vill mala. Staketet bestar utav n stycken plankor
i led och varje planka far endast malas i en farg. Clara har k burkar med olika
farger att vélja pa. Hon far dteranvdnda samma farg sd manga ganger hon vill
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https://open.kattis.com/problems/hello

men det far dndast finns ett stélle dar tva nérliggande plankor far samma farg. Pa
hur manga sdtt kan Clara mala sitt staket?

Det finns ett kvadratiskt rutnit av storlekt n x n. Pingvinen Clara star hogst
upp till vanster i rutnétet och vill ta sig till det undre hogra hornet. For att gora
det far Clara ga antingen at hoger eller nerdt. Dock far hon inte ga till vanster eller
uppat.

I varje ruta finns det en viss méangd fisk som Clara kommer att dta upp ifall
hon passerar rutan. Mangden fisk i varje ruta ges av ett heltal (det kan finnas
flera av samma tal i rutnétet). Clara vill veta vad den smartaste vigen till hornet
dar, dvs den vdg dar hon far dta mest fisk. Hur ménga fiskar far hon &ta langs med
den smartaste vigen?

Pingvinen Clara blev vildigt nojd efter att hon fatt dta massor med fisk. Ty-
varr at hon upp allting for snabbt och dr hungrig igen. Av nagon anledning befin-
ner hon sig pa en gata med n stycken hus i rad. Clara har fragat varje husdgare
hur mycket fisk som de har i sina kylskdp och har planerat att stjdla sa mycket
hon kan. Clara kommer att bryta sig in i ett hus i taget och dta upp all fisk hon
hittar. Tyvarr kommer dgaren att sdga till bada sina grannar sa Clara kommer in-
te lyckas att rdna husen precis till vanster eller hoger om ett hus hon redan har
ranat. Hur mycket fisk kan Clara stjdla ifall hon véljer hus pa ett sd smart satt som
mojligt?

Skriv en funktion som tar in en lista med heltal. Talet pa index i i listan repre-
senterar hur mycket fisk som finns i hus i. Funktionen bor returnera svaret till
ovanstdende problem.

Givet tva strangar, a och b, hur lang &dr den ldngsta strangen som finns som
substring i badda strangarna? Skriv en funktion som loser detta problem med hjalp
av dynamisk programmering. Erat program bor fungera snabbt, d&ven pa strangar
som har langd 1000. Testa erat program genom att skapa strangar av langd 1000.
Testa dels med strdangar som ar slumpade, men dven strangar som innehdller till
exempel bara bokstaven A.
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5. Grafteori 2022
5 juli

Idag kommer vi att gd igenom grafteori.

Grafteori 2022

Spara grafer: (Foreldsning)

Grannlista (for grafen ovan) Matris (for grafen ovan om alla vik-

ter ar 1)
n | grannar 0(1{0j0(0]01|0O0
0|1 0/0(1]0]1/0|0
114 0/0(0]1]0|0|0
213 0/0(1]0]0|01|0
312 0/0(0j1]0|1/1
4 |35,6 0/0(0j0]110|0
5 0/0(0]0]0|0|O0
6|4 0/,0(0]0]1T/0|0

DEFS och BFS (foreldsning)

DFS och BFS (Djupet- och Bredden forst sokning) ar tva algoritmer for att soka
igenom grafer. I en DFS gdr datorn igenom grafen och fortsatter tills den kommer
till en atervandsgrand da den gar tillbaka till den senaste korsningen med out-
forskade végar. I en BFS gdr datorn igenom alla alternativ i varje korsning. Se
Figur 5.1 (r6d) och Figur 5.2 (bla) for exempel pa ndgra steg i respektive algoritm
i en liten graf.

DFS och BFS har olika styrkor och svagheter, ett tydligt exempel & om man
vill hitta den kortaste vdagen mellan (S)tart och (M)al. Nar BFS har hittat en vég
till malet 4r det garanterat den kortaste och man kan avbryta utan att titta igenom
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Figur 5.1: Exempel pa DFS
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Figur 5.2: Exempel pa BFS

resten av grafen. Detta géller inte for DFS dd man maste kolla alla alternativ innan
man dr sdker. Hitta pd grafer dar detta blir tydligt om det kdnns oklart.

Implementera en DFS- och en BFS-funktion som stker igenom en graf sparad
som en grannlista.

Tank er foljande graf:
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En DFS skulle vara valdigt ldngsam dd antalet sdtt att ta sig frdn S till M ar
enormt! (Observera att det ej finns begransningar mot att rora sig upp eller till
véanster). Men med hjilp av dynamisk programmering kan vi gora dven en DFS
snabb i detta fall. Om vi pa varje nod sparar vilken som dr den kortaste viagen
dit vi har hittat hittills, behover programmet inte utforska omvéagar om det redan
har hittat en kortare.

Modifiera er DFS 16sning sa att den sparar kortaste vigen till alla noder. Dvs
andra pa listan med besdkta noder frdn en boolsk array till en array med heltal.
Uppdatera overallt ddar du anvander dig av besokt variabeln.

Skriv en BFS som tar sig frdn ordet gud till ordet fan och som bara far dndra pa
en bokstav ett steg i taget.

Da grafer kan representeras pa manga olika sitt forvantas man kunna ldsa
in dem pa manga olika sitt. Los dessa kattisproblem for att bade 6va pa graf-
algoritmer och att ta in data:

® https://open.kattis.com/problems/birthday

® https://open.kattis.com/problems/flyingsafely
® https://open.kattis.com/problems/weakvertices
® https://open.kattis.com/problems/grid

® https://open.kattis.com/problems/walkforest

Dijkstra algoritmen kan anvdndas om man snabbt vill hitta den garanterat
kortaste vagen i en graf med viktade kanter (dvs olika kanter ar olika ldnga). Den
gdr ut pa att ha flera aktiva noder som ror sig utdt likt en BFS, men i Dijkstra
fortsdtter vi pd den nod som har kortast vég hittills. Om noden sedan ndr malet
fortsatter algoritmen tills alla andra aktiva noder har fardats langre &n den till
madlet. Det dr da garanterat att det 4r den kortaste végen.

Hint: For att effektivt hitta ndsta nod med minst vag kan PriorityQueue anvan-
das.

from queue import PriorityQueue

pg = PriorityQueue()

pg.put(3) # Liagger till ett element i kon.

pg.put(5)

pg.put(2)

# Returnerar det minsta elementet som finns i kén och tar bort det.
pg.get() # x = 2

pg.get() # x = 3

pg.get() # x =5

X

y

Z
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1. Datastrukturer

28 juni

Uppvérmning
Skriv en funktion find(lis, x) som returnerar forsta indexet dar x forekommer
i listan [is. Ifall x inte forekommer i listan, returnera None.

Det enda funktionsanroppet du far gora for att ta bort element fran en lista ar
pop(), en gang. Dvs du maste ta bort sista elementet ur en lista exakt en gdng, men
du far annars inte ta bort ett element mitt i listan. Skriv en funktion remove(lis, i)
som tar bort elementet pd index i ur listan /is med ovanstaende krav.

Lankad lista

En lankad lista &r en lista som bestar utav enskilda noder, dér varje nod innehaller
ett varde. For varje nod forrutom den sista i listan, sa finns det en lank till nasta
nod. Den sista noden lankar istéllet till None. For varje nod forrutom den forsta
i listan, sa finns det en ldnk till den foregdende noden. Den forsta noden lankar
istéllet till None, d& det inte finns nan foregdende nod.

Implementera en klass, Node, som fungerar som en lankad lista. Klassen bor
stodja minst foljande funktioner:

e addBack(x)

¢ addFront(x)

* popBack(x)

* popFront(x)

Ledtrad: varje objekt bor spara tva variabler, next och previous, som haller ord-
ningen pa listan.

Implementera en funktion som tar bort elementet fran index i ur listan. Ifall
indexet inte &r giltigt, gor ingenting (kan forekomma ifall i dr storre dn langden
pa listan).

Implementera en funktion som vadnder pa listan. Undvik helst att skapa nya
objekt.

Union Find

Nu ska viimplementera en klass, Union Find. Datastrukturen ska halla koll pa vil-
ka index som tillhor samma grupp och ska ga snabbare &n att linjdrt soka igenom
alla noder vid varje anrop. Minimumkrav pa vilka funktioner som bor finnas &r:

* size(x)



e find(x)
e sameSet(a, b)
* join(a, b)

__init__funktionen bor ta in en parameter som anger hur manga element som
finns totalt. I __init  funktionen ska alla index hamna i egna grupper, och alla
storlekar ska vara 1.

Implementera funktionen size(x). Den ska returnera hur manga element som
tillhor samma grupp.

Implementera funktionen find(x). Ifall x dr ledaren av gruppen, returna x. Sok
annars upp ledaren och returnera den.

Implementera funktionen sameSet(a, b). Returnera True ifall a och b har sam-
ma ledare. Returnera annars False.

Implementera funktionen join(a, b). Ifall a och b redan har samma ledare,
gor ingenting. Koppla annars ihop grupperna sé att den mindre gruppen far den
andre som ledare.

Uppdatera find(x) funktionen sa att den forkortar véagen till ledaren vid varje
anrop.

Skriv ett program som kan halla koll pd vilka mattekollodeltagare som &r
med i samma grupp. Principen dr densamma som fér Union Find, men istéllet
for att tva index anges, s kommer deltagarenas namn att anges.

Rodsvart trad

Borja med att implementera ett bindrt soktrad. Se till att all funktionalitet fungerar
innan du borjar med rodsvarta delen. Nedan foljer forslag pa en implementation
for ett binart trad:

Ha en klass, Tree, som haller koll pa lite information sa som antalet noder i
tradet, en referens till roten och potentiellt mer information om ni vill.

Ha &ven en klass, Node, som haller koll pa information for varje nod i tradet.
Den bor ha en referens till dens vanstra och hogra barn, samt ett varde som noden
skall halla i. Det kan dven underlitta att ha en referens till fordldern, da detta gor
det ldttare att stega sig igenom tradet.

Det bor finnas en funtion, insert(value), i Tree klassen som lagger till en nod
med motsvarande vérde i trddet. Stega er igenom trddet tills ni ndr botten av
tradet och stoppa in en ny nod dér.

Det bor dven finns en funktion, find(value), som letar upp noden som in-
nehaller det givna vardet. Ifall vardet inte finns i trddet s& ska None returneras.
Annars kan ni antingen returnera True eller nod-objektet.
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En remove funktion, remove(value), dr dven bra att ha. Den bor leta upp
noden som innehdller ett visst vdrde, ta bort den, och uppdatera tradet sa att det
ar korrekt.

Bonus till bindra tradet

Det finns dven vissa andra funktioner som kan vara kul att ha med. I C++ finns
det till exempel en funktion som heter lower_bound(x). Denna funktion ar lik
find, men letar istdllet upp den nod med ldgst viarde av dem som &r storre dn
eller lika med x.

Man kan ocksd skriva en funktion, getindex(i), som returnerar noden som
skulle ha legat pd index i i en sorterad lista.
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2. Pussellosare

29 juni

Under dagens lektion ska vi konstruera en pussellosare till ett lampligt logik-
pussel. Ni vér vilja vilket pussel ni vill 16sa, men lattast dr formodligen klassiska
pussel s& som sudoku. Till att borja med kan det dven underldtta att begransa
pusslets storlek (t.ex. sudoku pa ett 4 x 4 rutnit).

Representation av pusslet

For att kunna 16sa ett pussel kravs forst att vi kan representera pusslet i da-
torn. Vilj ett spel och leta upp ett exempel av erat pussel online. Skapa en textfil
som innehéller en textversion av pusslets innehdll (tank pa att all information om
pusslet maste bevaras i textfilen ni skapar. Dvs ni maste kunna 16sa pusslet enbart
utifrdn den information ni sparar i textfilen).

Skriv kod for att ldsa in textfilen ni precis skapade. Se sedan till att eran kod
lagrar information pa ett lampligt satt. T.ex. kan ni spara en sudoku som en matris
av siffror. Ifall ni har ett mer komplicerat pussel kan ni exempelvis spara mer
information med hjdlp av en klass.

D4 erat program kanske blir ganska langt under denna lektion kan det vara
smart att dela upp programmet i funktioner. Ni maste inte, men det dr smart att
ha en funktion som skoter inldsningen.

Skriv en funktion som skriver ut pusslet pa ett fint satt. Tank pd att det ska
vara latt att ldsa, sa att ni snabbt kan kontrollera ifall det ser ritt eller fel ut. Ni
kommer senare att anvanda den hér funktionen for att skriva ut era 16sningar.

Testa att erat program hittills fungerar. Kan ni ldsa in en textfil med ett pussel
och sedan skriva ut samma sak?

Losaren

Nu &r det dags att skriva kod for att faktiskt 16sa pusslet. Vi kommer gora detta
genom en rekursiv funktion som “gissar” upprepade ganger. Ifall en gissning
leder till att det blir omojligt att 16sa pusslet efterat, kan vi da konstatera att den
gissningen var ddlig. Trotts att det finns en otroligt stor madngd alternativ att gissa
pa ar forhoppningen att vi kan fa ett snabbt program. Detta kommer vi att uppna
genom att gissa pa ett smart sitt.

Till att borja med behover vi ett sétt att avgora ifall pusslet dr 16st eller inte.
Skriv en funktion som avgor detta. Funktionen bor returnera True ifall pusslet
ar avklarat och False annars. Utan denna funktion skulle var 16sare inte veta nar
den ska sluta gissa.

Skriv en solve-funktion. Givet ett pussel ska denna funktion returnera True
ifall det gar att 16sa pusslet. Ifall det gar att 16sa pusslet ska dven pusslet uppda-



teras. Ifall pusslet inte gar att 16sa ska ni returnera False och pusslet ska inte ha
forandrats.

Som exempel, 14t sdga att ni har valt att representera en Sudoku som en 9 x 9
matris. Innan ni anropar solve-funktionen kommer det da att finnas vissa delar
av matrisen som inte &r ifyllda. Ifall eran solve-funktion returnerar True bér ma-
trisen vara helt fylld med siffror i slutet. Ifall funktionen returnerar False bor ma-
trisen fortfarande ha ofyllda delar i slutet.

Inuti funktionen: vélj den tomma ruta som dr hogst upp. Ifall det finns fler
tomma rutor som delar plats som hogsta, ta den som é&r langst till vanster utav
dem. Loopa sedan igenom alla mojliga alternativ for den rutan och anvand dem
som gissningar, ett i taget. For varje gissning: fyll i rutan med eran gissning och
gor sedan ett rekursivt anrop till solve. Ifall solve returnerar False, testa nésta
alternativ osv. Ifall inget av alternativen fungerade, returnera False.

Testa att kora erat program. Vad hander? Varfor? Finns det nagot vi kan gora
béttre?

Ifall ingenting verkar hinda kan det vara bra att forsoka leta reda pa varfor
det ar fallet. Antingen har ni en bugg nanstans i eran kod, eller sa kanske detta &r
forvantat.

Ifall erat program klarar av att 16sa uppgiften dr det véart att tanka p4d ifall tiden
det tog kdnns rimlig. Testa med ett par olika pussel av olika svarighetsgrader.

Skriv en funktion som raknar ut ett bra stélle att gissa pa. Ni far sjdlva vilja vad
som menas med bra, men funktionen bor returnera den ruta ni tror dr smartast
att gissa pa.

Modifiera solve-funktionen sa att den gissar pd eran “smarta ruta” som ni
raknade ut i férra uppgfiten.

Testa aterigen att kora erat program. Lyckas ni 16sa pusslet? Hur lang tid tar
det? Ifall eran kod inte 18ser pusslet inom en hyffsat kort tid dr det féormodligen
dags att gora tva saker: felsoka koden och hitta smartare rutor att gissa pa.

Mdtning av programmets férmdga

Nu nér vi har ett program som klarar av att 16sa vart pussel dr det dags att se
hur mycket det klarar av. Klarar den av dven de svéraste pusslena? Hur manga
pussel kan vi 16sa inom ett kort tidsintervall?

Infor en rdknare for antalet rekursiva anrop som gors. Detta kan vara en
global variabel som uppdateras i borjan av varje solve-anrop. Detta kommer ge
ett matt pa hur bra vara gissningar dr: ju farre anrop, desto béttre gissningar.

Kor programmet pa ett par pussel och tajma hur ldng tid det tar. Skriv dven
ut hur manga anrop till solve som gors.
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Extra problem

Forsok att f4 ner antalet rekursiva anrop sd langt som mojligt. Tank dock
pa att programmet fortfarande ska vara minst lika snabbt. Det &r ju inte vért att
skriva en “smartare” algoritm ifall den dr langsamare.

Leta upp ett liknande pussel till det pussel du lyckades 16sa. Till exempel om
du valde sudoku kan du nu testa att 16sa diagonalsudokus (vanliga sudokureg-
ler forutom att diagonalerna dven maste innehdlla alla tal fran 1 till 9 exakt en
gang). Kopiera din 16sare till en ny fil. Har du strukturerat koden pa ett bra satt
behover du endast dndra pa den funktionen som kollar ifall pusslet dr 16st och
den funktionen som letar upp var du ska gissa.

Efter modifieringarna, testa ifall programmet klarar av den nya typen av pus-
sel.

Vilj en typ av pussel som inte gar ut pd att fylla i ett rutndt med siffror. Till
exempel nonogram eller staketpussel (slitherlink péd engelska). Vad behéver man
nu dndra pa for att 16sa ett sddant pussel? Tank lite och forsok sedan att skriva en
l6sare pa liknande sdtt som tidigare.

Kan man anvénda en 18sare for att skapa pussel? Forsok tanka ut ett sétt att
modifiera din kod sa att du producerar pussel istéllet for att 16sa pussel. Hur kan
du modifiera svarighetsgraden pd de pussel du skapar?
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3. Computer Vision

30 juni

Idag ska vi gd igenom hur datorer (och robotar!) kan se sin omvérld, och detek-
tera saker. Vi kommer skapa ett liknande program som fdgelholken ni fick testa
under skattjakten. Den anvander sig av bakgrundssubtraktion med Mixture of
Gaussians (MoG). Vi kommer anvidnda oss utav OpenCV.

Skapa ett program som dppnar kamerastrommen och visar bilden i ett fonster.
Lat Escape och tangenten Q stinga ned fonstret.

Skapa en MOG2 bakgrundsmodell utanfoér loopen och uppdatera bakgrunds-
modellen med bilden, kanske med 0.0001 som learning rate. Om bilden far myc-
ket noise och smd omraden eller pixlar som flimmrar sd testa att blurra den innan
du anvédnder den for att uppdatera modellen, med en kernel pa kanske 20x20
pixlar. Rita ut den nya férgrundsbilden i ett nytt fonster.

Thresholda bort alla skuggor sd de blir svarta. Kvar ska du bara fa det som ror
sig i bilden. Kanske rita ut trosklade bilden igen i ytterligare ett nytt fonster.

Skapa en bild i GIMP eller annat ritprogram med monstret som man ska mat-
cha mot. Se till att bilden har samma upplosning som kamerastrommen. Kol-
la upplosningen pd kamerastrommen med vanliga numpy shape. Ladda in bil-
den utanfoér while-loopen saklart! Nu ska vi ta reda pd hur manga pixlar som
matchar med forgrunden, det kan du gora genom att ANDa monstret med for-
grunden cv2.bitwise_and(imgl, img2). Skapa fonster och rita ut bilderna om
du har problem. Till sist ska du rdkna antalet vita pixlar (eg. icke-svarta) med
cv2.countNonZero (img). Observera hur dumt de har namngett sina funktioner,
bade med camelCase och snake_case, typiskt stora opensource projekt som méanga
committat till ...

Rédkna ut antalet pixlar som INTE matchar monstret. Enklast &r att bara gora
som ovan, fast forst invertera monstret med hjélp av cv2.bitwise_not (img).

Rédkna ut hur médnga procent av omradet som ar korrekt tackt med

Korrekt tackta pixlar

~ Totalt antal pixlar inuti monstret

Sedan kan vi rdkna ut hur stor procent av omrddet utanfor som ar tackt:

Felaktigt tackta pixlar

" Total antal pixlar utanfor monstret

Du far rdkna antalet pixlar utanfor respektive inuti monstret med
cv2.countNonZero(img) som vi gjorde i uppgift 4.

Viér totala “procent”-sats far vi genom att multiplicera ihop forsta forhallandet
med det andra forhallandets komplement:

tot=K-(1—F)



Skriv ut den totala procentsatsen (glom inte multiplicera med 100 for att fa ett
varde mellan 0 och 100 istéllet for 0 och 1) pa bilden med:

font = cv2.FONT_HERSHEY_ SIMPLEX

fontScale = 1

color = (200, 0, 0) # Vad for farg tror du detta &r innan du testar 777

thickness = 2

img = cv2.putText(img, str(procent) + '}, covered', (210,60), font, fontScale,
color, thickness, cv2.LINE_AA)

7. Om procentsatsen dr over ett visst varde, sdg 45, sd ska koden skrivas ut pa
bilden!

8. Extra: Visualisera vad algoritmen tycker att den matchar som korrekta pixlar
och felaktiga pixlar genom att tona de korrekta grona och de felaktiga roda i den
ursprunliga fargbilden.

Anvand den ANDade bilden mellan monstret och forgrunden for att visuali-
sera de korrekta pixlarna, och den ANDade bilden mellan inverterade monstret
och forgrunden for att visualisera de felaktiga pixlarna.

For att gora den ANDade bilden gron dr det enklast att anvdanda numpys in-
byggda funktionalitet med villkorad indexering, dvs att indexera alla pixlar som
dr vita och sitta dem till gront:

green = np.copy(frame)
green[(correct_image==255)] = [0,255,0]

Och for att blenda ihop de grona pixlarna med den ursprungliga fargbilden
kan man anvénda sig av:

blended_green = cv2.addWeighted(green, 0.3, frame, 0.7, 0)

Gor samma sak for att fa fram de roda pixlarna och blenda in dem. Ar det ndgot
som dr oklart sa testa rita ut bilderna i egna fonster for att se vad de innehaller.

9. Extra: Rita ut en kontur runt det korrekta omradet. Anvand dig av cv2.Canny ()
for att hitta kanten av omradet och cv2. findContours () respektive
cv2.drawContours() for att rita ut kanten. Google is your friend :)

Figur 3.1: Fredrik leker i skogen. Exempel pd visualisering.
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4. Numeriska metoder

2 Juli

Stjarnmarkta (x) uppgifter dr tankta att vara lite mer givande, vill du inte gora alla
uppgifter dr dessa att rekommendera.

Anviand dig av numpy for att forenkla matematiska berdkningar
med arrayer for att lagra data och diverse funktioner (b.la. sin, cos och tan). For
att rita funktioner med Python kan matplotlib anvindas, kort intro finns har:

https://matplotlib.org/stable/tutorials/introductory/pyplot.html

Numerisk ekvationslésning

Bisektionsmetoden dr en metod for att hitta det tal x som uppfyller
f(x) =0 for en given kontinuerlig funktion f.
1. Betrakta ett kort intervall [a, b] ddr f byter tecken.

2. Vilj en ny punkt i mitten av intervallet ¢ = 4£2.

3. Om c inte dr ett nollstdlle sa har f(c) samma tecken som antingen f(a)
eller f(b). Vdlj ett nytt intervall [a, c| eller [c, b] pa vilket f byter tecken.

4. Upprepa punkt 1-3 tills nollstadllet 4r inom ett tillrackligt litet intervall.

Sekantmetoden dr en numerisk metod for att hitta det tal x som uppfyl-
ler f(x) = 0. Givet tva tidigare approximationer, x,, och x,_; sa kan en forbattrad
approximation x, 1 av x* fas:

Xn — Xn—1
S (n) = f(xn—1)

Felet for n:te iteration kan approximeras till [x,41 — x,|

Xn+1 = Xn _f(xn)

Los nedanstdende problem med metoderna ovan.

Hitta en rot till funktionen med tvé korrekta decimaler: f(x) = 4x> +4x*> 46
med hjdlp av bisektionsmetoden.

Hitta en av losningarna till ekvationen: x” 4-9x% +9x — 6 = 5x+5 med 5 korrekta
decimaler.

Hitta de tva losningarna som dr ndrmast x = 0 till ekvationen
arctanx = 2sin (wx+ 2) med 5 korrekta decimaler.

* Hitta en 19sning till ekvationen —31n (sin2x) —2 =0, x € [—1, 1] med 8 korrek-
ta decimaler. Los forst med bisektionsmetoden och sedan med sekantmetoden,
jamfor antalet iterationer som behover goras!


https://matplotlib.org/stable/tutorials/introductory/pyplot.html

x Hitta 16sningen som ligger i ndrheten av x = 2 med 8 korrekta decimaler
till x* — 5.39x% +7.2207x% + 3.9471x — 9.6636. L6s forst med bisektionsmetoden och
sedan med sekantmetoden, jamfor antalet iterationer som behover goras!

Stall upp en ekvation som later dig approximera /2. Berdkna sedan virdet
med 10 korrekta decimaler. Jamfor med numpys np.

Integralberdkning

Trapetsregeln &r en metod for att numeriskt approximera bestimda
integraler genom att approximera vardet for delsegment som arean av en tra-
pets.

N
[ pwaxmn Y, FOEIOD) By o ) 12 00) -+ o)
z k=1

dér x; = a, xy = b och h &r steglangden.
Monte Carlo integration ar en sdrskild Monte Carlo metod som nume-
riskt aproximerar en bestamd integral.

2 b—a)
JRCEEE = Wi

dér x; dr uniformt distribuerade slumptal pa intervallet [a, b].

Implementera trapetsregeln som en funktion i Python.

Testa implementationen genom att berdkna integralen nedan och jamféra med
den analytiska losningen:

|
/ dx = arctan T
o 14+x2

Implementera Monte Carlo integrationsmetoden som en funktion i Python.

Testa Monte Carlo metoden pa integralen nedan, anvand N = 10000. Jamfor
resultatet med analytiska l6sningen, vad hdander om du berdknar integralen igen?

T
/ x3cosx dx = —3(n* —4)
0

* Berdkna integralen nedan med hjdlp av MC-metoden och med trapetsre-
geln. Jamfor med analytiska 16sningen och fundera pa vilken metod som ér effek-

tivast.
1+€"

2

T
/ sin (x)e* dx =
0
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ODE-I6sning

Sista omrddet som for denna lektion dr numerisk 16sning av ordindra differenti-
alekvationer. Ordindra differentialekvationer av forsta ordningen kan skrivas pa
formen:

}.):f(x,y)

Diér f dr ndgon funktion av variabeln x och funktionen sjdlv y(x) och y &r forsta
derivatan av y. Ekvationen betraktas som 16st nar om vi hittat funktionerna som
uppfyller ekvationen.

Vid numerisk 16sning sa kan vi inte hitta ett uttryck for funktionen, men vi kan
approximera funktionens varde. Detta racker ofta for att 16sa verkliga problem.

Metoderna vi kommer studera hir behandlar en sirskild typ av problem som
ar valdigt vanliga inom fysik och teknik, begynnelsevardesproblem (BVP). Vi har
da en funktion eller ett system av funktioner i en variabel, fysikaliskt dr det ofta
tid. Tillsammans med begynnelsevérden, vad systemets tillstdnd ar vid ett speci-
fikt varde pa variabeln.

Idén bakom metoderna har &r att anvdnda oss av linjarisering for att approxi-
mera ndsta funktionens virde vid ndsta tidpunkt baserat pa foregdende tidpunkt.
Genom att gora detta om och om igen sa kan vi fa fram precis sd mdnga punkter
vi vill.

Euler framdt (RK1) ar en metod for att numeriskt 16sa begynnelsevar-
des problem beskrivna av forsta ordningens gekvationer. Definitionen lyder:

Dar y" ar 1osningens vérde vid det n:te tidssteget, och y} dr derivatans varde vid
det n:te tidssteget, i dr steglangden.

Los foljande BVP med RK1 och steglangden / = 0.4:
y=y
y(0)=2,0<t<4
Los foljande BVP med RK1:
y = —y+sint

y(0)=2,0<t<4
Jamfor med den analytiska losningen: y = 3(5¢ ™ + sinx — cosx). Testa dig fram till

lamplig steglangd.

Lésning av ODE system

ODE system foljer valdigt naturligt fran ODE:er, istéllet for att endast ha en ek-
vation sd har vi flera. Dessa ekvationer kan ockséd vara kopplade, dvs. bero pa
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varandra. Ett system av tva ekvationer kommer se ut ndgot i stil med detta:
x=f(t,x,y)
y=2g(t,x,y)

Nar vi hanterar mer &n en ekvation sa kan vi latt hamna i situationer dar RK1
inte rdacker till. For mdnga system av ODE:er sd véaxer RK1 till odndligheten trots
att analytiska 16sningen inte gor det. Da behover vi en annan metod som exem-
pelvis RK4.

Runge-Kutta 4 (RK4) dr en metod for att numeriskt 16sa forsta ord-
ningens differentialekvationer. For ett BVP:

y'=f(t,y), y(O) =a

Kan RK4 skrivas som:

w1 _f(tnayn)
1 w1
—h 7 h—
1 wyp
= f(ta+ =h,y"+h—

W4 = f(tn —i—h,y" —|—hW3)

h
Yyl =yt E(Wl + 2wy 4 2w3 +wa)

RK4 kan ses som aningen komplicerad, men den &r bara en vidareutveckling
av RK1. Istdllet for att endast linjarisera i foregdende punkt for att fa nasta sd
approximerar derivatan ett halvt tidssteg framat (w», w3) och ett tidsteg framat
(ws). Sedan tar vi ett medelvirde av alla dessa approximationer av derivatan och
gor ett tidssteg framat.

Losningsmetoden for system dr annars precis samma som for en ekvation, vi
behover bara se till att var implementation utfér berdkningarna for alla ekvatio-
ner i systemet.

Los nedanstaende problem om RK4 och ODE system:

* Undersok nedanstdende BVP med RK4 och RK1 med h = 1:
y=0.1y
y(0)=1,0<t< 10

Jamfor felet i de sista tre tidsstegen med den analytiska losningen: y = %!/, vilken
metod verkar ge bast resultat?

* Undersok nedanstdende BVP med RK1 och RK4 med h = 0.5:

y=—5y
y(0)=2,0<1<30
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Den analytiska 16sningen dr y = 2-e™*. Vilken metod ger bést resultat, ger bada
korrekta losningar?

X=-—x

y=x

Los med RK4:

For0<7r<10,x(0)=1,y(0)=2
Los med RK4:

For 0<1 <10, x(0)=1,y(0) =0

Omskrivning till forsta ordnings system

Bade RK1 och RK4 bygger pd en approximation av forsta derivatan, for att kun-
na applicera dessa hogre ordnings ODE:er sa behover de skrivas om till system
av forsta ordnings ODE:er. Detta gors genom substitution, exempelvis for en 2:a
grads ekvation som nedan:

y=-y—-y
Substitution: u =y
=yV=u=—-u—y
U=—-u—y

Vi far ett system:
y=u

Detta system kan hanteras precis som vanliga ODE system och vi kan da fa fram
y.

Los nu problemen nedan:

Skriv om ODE:en nedan till ett system av forsta ordnings ODE:er och 16s med
RK4:

y=—y—y

Anvind steglingden h = 0.5

Skriv om ODE-systemet nedan till ett system av forsta ordnings ODE:er och
10s det med RK4:
X=—4x
y=x—y—y

#(0) =0, x(0) = 1, y(0) = 1, y(0) =0

Los for r € [0, 30]:
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Utmanande problem (fér den som gillar fysik)

Vikt som hédnger i fjiader med dampning. Langd fjader: / = 4 meter, fjaderkon-
stant k =4 N/m massa vikt: m = 1 kg, dampningskoefficienten y och tyngdaccele-
rationen dr g = 9.81 m/s?. Begynnelsevilkoret, tillstindet vid t=0 &r x = 1.5 m och
x=0m/s.

Diampningskoefficient: beskriver en kraft som &r proportionell till hastigheten men
motsatt riktad. Dvs. F; = —yx

Upg a. Anvand RK4 for att 16sa problemet med y = 0.5 Ns/m mellan tiden 0 s
och 20 s.

Upg b. Anvind RK4 for att 10sa problemet med y = 0 Ns/m mellan tiden 0 s och
30s.

Upg c. Vad hidnder efter om 1osningen till b. berdknas for mycket ldng tid (ex.
t = 2000, steglangd h =)? Jamfor med analytiska 16sningen nedan:

x(t) = 1.5sin2¢t 4+ 1.5cos 2t

Ledning 1: Vibehover inte ta med tyngdkraften dd den endast leder till en forskjut-
ning av jamviktslaget och ddrfor ar ointressant. Kraften fran fjadern kan berdknas
via Hookes lag: Fy; = —kx, dér x &r forskjutningen fran jamvikt. Dimpningen kan
pa motsvarande sitt ses som en kraft verkandes pa vikten F; = —yx. Anvand se-
dan newtons andra lag.

Ledning 2: Newtons andra lag siger att

ma = —Yyx—kx, a=x

& i=m 1 (—yi—kx)
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21. Studera tva massor fdsta i varandra med en fjdder och fasta i vaggen. Likt
vad som syns pd videon hédr: https://www.youtube.com/watch?v=UpseJGf_12w.
Vi ska forsoka undersoka detta system med vdra numeriska metoder.

Sédg att fjaiderkonstanterna ar k, =2 N/m for de yttre fjadrarna och k3 =1
N/m for mittenfjadern. Lat massorna vara m = 1 kg. Anvand x;(0) =0, x;(0) =
0.5, x2(0) = 0.5, x =0 (m resp. m/s). Los for 0 <r < 30 sek med RK4.

Ledning 1: Krafterna pa det vénstra blocket kan berdknas till:

Fi=—kix1 +k3 (XZ —xl)
Krafterna pd det hogra kan berdknas till:
F=—kyxy+ k3 (x1 —XZ)

Ledning 2: Newtons andra lag ger dd detta ODE system (m = 1):

X1 = —Xx1 (k1 +k3) + k3xo
Xy = +k3x; —xp(k—2+k3)

Undersok: Vad hiander vid olika kombinationer av begynnelsevidrden for bloc-
ken?
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5. Reinforcement learning

3 juli

Reinforcement learning handlar om att trana en Al att bete sig pa ett
visst satt eller att utfora en viss uppgift genom att ge den nagon slags digital
beloning ndr den gor nagot bra, och att ge ett digitalt straff nar den gor ndgot
daligt. Q-learning ar en specifik algoritm som kan uppdatera Q-funktionen ef-
ter varje steg som Aln tar.

En policy talar om vilken action (=rorelse) en Al ska utfora i varje
state (=tillstdnd). Vardefunktionen V ger ett virde pd hur bra varje tillstdnd s
ar att vara i. Q-funktionen ger for varje action i ett tillstdnd de forvantade fram-
tida beloningarna. V-funktionen i ett tillstdnd d4r maximum av alla Q-vérden i
tillstdndet, och den optimala policyn &r att genomfora den action med hogst
Q-varde.

Den Q-funktion som ni ska anvidnda ser ut sa har:

Q(Sk,CI) = r(sk,a) + '}’V*(Sk+1)

Vidare sa giller i denna definition att:
V*(sk) = max Q(s,a)
a

For att Al:'n ska kunna ldra sig Q-funktionen behovs en algoritm. Den ni ska an-
véanda ser ut sa har:

O(sk,aj) < (1=0)O(sk,a;) + 0 (r+ 1V (si41))

Eta dr hdr en parameter som talar om hur mycket vi vill ta hdnsyn till det precis
gjorda steget for att uppdatera var kunskap om Q. Om eta ar lika med 0 kommer
Q aldrig forandras, om eta dr lika med 1 s4 kommer Q-vardet att uppdateras helt
1 varje nytt steg i iterationen.

Har ar r beloningen att utfora alternativ j, i state k, och y dr en discount factor < 1
som sager att vi vardesatter beloning nu direkt mer dn forvantat beloning langre
fram.



Sa hdr kan pseudo-kod for Q-learning se ut:

Initialize a look-up table for Q(s,a) with random values.
for each episode
Init a start state s
repeat for each step k in the episode
Choose an action g; (see next slides)
Take action a; and observe reward rand next state s,
Update estimated Q-function:
0(se ) = (1 =mQ(s,0;) + 1 (7 +y max Qsps1, @)
end

end

En sista sak att tdnka pa dr hur vi ska vilja steg att utfora. Nar vi borjar sa har vi
troligtvis inga bra Q-virden, darfor dr det inte alls sdkert att vi borde f6lja det som
ar var uppskattning av den optimala V-funktionen. Infor istéllet en parameter &
som sdger att vi med denna sannolikhet tar ett helt sSlumpmassigt steg, och med
sannolikhet 1 — ¢ foljer det som var Q-funktion sager.

Las igenom instruktionerna i Instructions.pdf

Titta pa koden i QLearning, utils och world-filerna! Vad gor den? Vilka funk-
tioner finns? Vad saknas som ni behover implementera sjdlva?

Folj resten av instruktionerna i den andra filen. En bra borjan &r att generera
de olika varldarna och titta pd hur de ser ut, samt att kora runt roboten manuelt
med hjélp av explicita anrop.

Skriv kod som trdnar upp en Al sd att den lér sig att navigera de olika banorna!
Ett tips &r att visualisera vad som hdnder under traningen!

Skrv kod som testar den fardiga Al:n och visar hur den ror sig i varlden!
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Hdaftet innehdller material fran Mattekollo
2022: alla matematikkurserna samt
materialet for alla
programmeringsgrupperna.

Tack till alla deltagare och ledare!
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