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1. Logik 1

17 juli

— Pdstdende. Ett pastdende i logiken dr ndgot som antingen &dr sant
eller falskt.

— Negation. Negationen till ett pdstdende &ar falskt ndr det ursprung-
liga pastdendet dr sant och vice versa. Negationen blir alltsa ett eget pastaende.

— Sprdklig konjunktion. En spraklig konjunktion sétter ihop tva pasta-
enden och skapar ett nytt. Nagra vanliga ar:

* “och” - Som dr sann om alla pastdendena dr sanna
‘“ 4 Q o o o .o
* “eller” - Som dr sann om nagot av pastdendena dr sanna

¢ “antingen eller” - Som &r sann om exakt ett av pastdendena dr sanna

Ar dessa pastdenden?

a) Cirklar har inga hérn och kvadrater har 3 hérn

b) 1,2, 3,4 och ndgra andra tal

c) Antingen dr Python ett programmeringssprék eller sa dr Java det
Ar dessa péstdenden sanna eller falska?

a) Man ska vara pa sitt rum frdn 22:00 och frukost serveras 07:00

b) Mattekollo &r inte i september eller oktober

c) Pastdenden dr antingen sanna eller falska

Skriv ner ett pdstdenden som du inte vet om det &r sant eller falskt.
Vad ér negationen till “Fredrik dlskar alla robotar”?

Kan man anvianda firre “inte”? Pastdenden dr samma om de alltid idr sanna
samtidigt.

a) Det finns inga bradspel som Valentina inte dlskar
b) Inte alla jamna tal delas inte av tre
c) x#2ochx>2

Kan man forenkla dessa pdstaenden?



a) x ar storre 4n 2 eller mindre an -2 och definitivt storre dn 3
b) Mattekollo hélls antingen i Linkdping eller ndgon annanstans i Sverige
Ar negationen till “Idag &r tisdag och klockan é&r efter 8:00” att “Idag &r inte
tisdag och klockan &r inte efter 8:00”?

Vad édr pédstdendet som bestimmer om du tror att du kommer gilla ett brad-
spel? Lagg till minst en av varje konjunktion!

— Extra. Det finns tva till vanliga konjunktioner, “om” och “om och endast om”.
Nir borde dessa konjunktioner vara sanna? Vad later rimligt? Ar dessa pastden-
den sanna?

a) Om ett tal ar delbart pd 6 ar det delbart med 2 och 3
b) Om det &r jullov dr det inte Mattekollo
c) Om och endast om det regnar ska man anvéanda paraply

— Extra. Ar “Denna mening &r falsk” ett pastdende?

— Extra. Om vi har tva pastdenden, vilka &r alla kombinationer av sant och
falskt? Nar ar konjunktionen “och” sann?

— Extra. For att gora logik ldttare att skriva kan man anvdnda symboler istéllet.
Da brukar man skriva pastdenden som en bokstav, till exempel kan man ldta A
vara pastdendet “Det dr sondag”. Sedan kan man ersitta “inte” med —, “och” med
A och “eller” med V. Prova att skriva ndgra pastdenden med dessa symboler.



2. Logik 2

18 juli

— Slutledning. En slutledning innebér att man vet att ett pastdende,
konsekvensen, dr sant om ett annat pastadende, villkoret, dr sant. Slutledningen
i sig dr falsk bara om villkoret dr sant men inte konsekvensen.

— Sanningstabell. En sanningstabell berdttar exakt nar ett pastaende
ar sant. Varje rad motsvarar ett fall och varje kolumn ett pdstdende. De kan till
exempel se ut sdhar:

“Det regnar” | “William dr inne” | “William &r inne om det regnar”
F F S
F S S
S F F
S S S

Varfor ar slutledningen “Det d&r sommarlov om det 4r Mattekollo” sann dven
under sportlovet?

Ar slutledningarna garanterat sanna?

a) Eftersom Julia dr en ledare pa Mattekollo och Julia tycker om astronomi,
finns det en ledare pa Mattekollo som gillar astronomi.

b) Eftersom Harry gillar Mao och Mao é&r ett kortspel, gillar Harry alla kortspel.

Vad ar sanningstabellen for “Om det ar lektioner eller kvallsaktiviteter sa ar
jag med”?

Lat X ochY vara pdstdenden. Vad blir sanningstabellen f6r “X om Y”? Vad blir
sanningstabellen for “inte X om inte Y.

Notera! Manniskor talar alltid sanning och varulvar ljuger alltid!

Efter en fullmane under Mattekollo inser du att nagra av ledarna &r varulvar!
Du triffar Lisa och Sebastian. Sebastian pdstdr att de bada dr médnniskor, men Lisa
pastdr att Sebastian dr en varulv? Vem &dr vad, och varfor?

Du springer vidare och trdffar Erik och Tobias. Erik sdger att man stoppar
ledare fran att vara varulvar genom att ge dem kaffe. Tobias pastar att Erik &r en
varulv om och endast om han sjdlv &r det.

Skapa en sanningstabell med pastdendena “Erik &r médnniska” “Tobias dr méan-
niska” “Eriks pastaende stimmer” “Tobias pastdende stimmer” “Méanniskor ta-
lar alltid sanning, varulvar ljuger alltid” dér du testa alla kombinationer av de
tva forsta. Kan denna berétta vem som &r vad? Ar kaffe raddningen?



P& vag in i koket moter du Harry, Elias, och William. Du tycker dig hora Harry
sdga “Elias dr varulv”, Elias sdga “William dr varulv” och William sdga “Harry ar
varulv”. Kan du ha hort ratt?

— Extra. Du stoter pa Julia men vet inte om hon dr varulv eller ménniska. Hon
haller tva kaffepaket, ett smakar gott och ett illa, men du vet inte vilket som é&r
vilket. Du far stélla en fraga for att lista ut vilket kaffepaket du ska ta. Vilken
fraga?

Ar pastéendet “Benjamin &r varulv och Valentina &r varulv” negationen till
“Benjamin dr manniska eller Valentina d&r manniska”? Tva pastdenden dr samma
om de har samma sanningstabell och negationer om de har motsatta.

Innan du hinner sétta igdng kaffemaskinen kommer de sista Mattekolloledar-
na fram. Fredrik sdger “Alla Mattekolloledare dricker kaffe” medan Kevin sdger
att “William dricker inte kaffe”. Kan bada vara varulvar? Ar det rimligt att stilla
upp en sanningstabell ddr man undersoker varje ledares kaffe vanor individuellt?

— Extra Extra. Nagra mdnader senare moter du tre allvetande matematikpro-
fessorer, Sann, Falsk och Slump. Sann talar alltid sanning, Falsk ljuger alltid och
vad Slump sédger ar helt slumpmassigt. Ditt mal ar att bestaimma vem som dr vem
genom att stédlla ja och nej frdgor. Varje fraga maste ges till en specifik proffessor.
De forstar svenska men svarar pa sitt eget sprak dar orden for ja och nej ar “Bou-
ba” och “Kiki”, men det ar oklart vilken som ar vilken. Hur bestaimmer du vem
som dr vem givet 100 fragor? Hur goér du med bara 3 fragor?

11



3. Logik 3

19 juli

Mdéngdiéra

— Maéngd. En méngd &r en samling element dar ordning och antal
inte spelar ndgon roll. Dessa element kan vara vad som helst till exempel fargen
bla eller talet 2.

Man kan definiera en miangd antingen genom att lista upp dess element in-
om madsvingar, till exempel {flygplan, hatt, pannkaka}, eller genom en regel for
elementen, till exempel méngden av alla farger.

— Madngdoperationer. En midngdoperator tar en eller flera mangder
och skapar en ny. Nédgra av de vanligaste dr

Operation ~ Symbol Innehdller alla element som
Union MUN AriM eller N
Snitt MNN AriMoch N
Komplement — M® Inte &ri M

Notera! Komplement fungerar bara om det finns en universalmidngd som be-
rattar vad alla relevanta element ar, den ar oftast intuitiv.

Ar {1,2,3} samma som {3,1,1,2}?
Ar {Elliot, Tage, Tom} samma som {Elliot, { Tage, {Tom}}}?
Skriv upp médngden av alla heltal x som uppfyller pastdendet “x >2 och x < 5”.
Om universalmédngden dr {Mattekollo, UVS och Kodsport}, vad blir da:
a) {Mattekollo, Kodsport} U{Kodsport}
b) {UVS, Mattekollo}“
c) {Mattekollo, UVS} N {UVS, Kodsport} N {Kodsport, Mattekollo}

OBS! UVS = Ung Vetenskapssport.

Vi har mangden av alla heltal som &r delbara med 7. Vad blir dess komple-
ment? (Universalmdngden é&r alla heltal)

Du har médngden av alla tidigare Mattekollodeltagare M och méngden av alla
Mattekolloledare N . Hur skapar man méngden av alla som dr Mattekolloledare
och tidigare varit deltagare?

12



Vi har mdngden vars element uppfyller pastdendet “Elementet &r rott” och
den vars element uppfyller pastdendet “Elementet &r ett kladesplagg”. Vilket pa-
stdende uppfyller deras snitt?

Finns det en koppling mellan mdngdoperationerna och pastdendet deras ele-
ment uppfyller? Dessa beror kanske sarskilt pa konjunktionerna?

Stammer det att (AUB)N(AUC) =AU (BNC) for alla mdngder A,B,C? Stall
upp en sanningstabell som for varje element berdttar om det dr i mangden, givet
omdetdriA,B,C.

— Extra. Det dr 9 dagar pd Mattekollo, 7 dagar har lektioner, 2 &r mandagar,
och en dr varken mandag eller har lektioner. Hur mdnga mandagar har lektioner?

— Extra. Hur mdnga element dr i (AUB)NC om A = mangden av alla tal
delbara pa 2, B = mdngden av alla tal delbara med 5 och C = méngden av alla tal
fran 0 till 20.

— Extra. Ett Venndiagram &r ett sitt att illustrera mangder. Man ritar forst upp
cirklar motsvarande alla méngder, dar overlappen representerar element mang-
derna har gemensamt. Man kan sedan markera de omrdden en annan méangd
bestar av. Till exempel blir Venndiagrammet for médngden AUB

S
\/

a) Rita ett Venndiagram for (ANB)UC

b) Bevisa fraga 9 med Venndiagram

— Extra Extra. Ndr man hade lagt upp en omgang med kortspelet Set fanns det
12 kort totalt. 7 var roda, 6 var randiga och 6 hade romber. Vidare vet du att 4 var
roda och randiga, 3 hade randiga romber och 2 hade roda romber. Till sist fanns
det ett kort med en r6d randig romb.

a) Hur manga kort var roéda och randiga men saknade romber?
b) Hur manga hade romber men var varken réda eller randiga?

c) Hur ménga var varken rdda, romber eller randiga?

— Extra Extra. Kan du se ndgra problem med var definition av mangder? Kan
vi skapa madngder som blir paradoxala (likt pastdendet “Denna mening &r falsk”)?
Kan vi dndra definitionen for att skydda oss fran detta, kanske med hjélp av en
universalmangd?

13



4. Logik 4

20 juli

— Krets. En logisk krets &r ett annat sitt skriva pastdenden. Man later
nagra pdstdenden representeras med variabler, och anvander sedan konjunk-
tioner och negationer for att skapa ett nytt pastdende. Noderna &r

> D > D

“inte” “och” “eller” “antingen eller”

De kopplas ihop genom att dra en linje frdn det hogra utvdrdet pa en nod till
det vénstra invardet.

Vilka av pédstdendena A, B,C ska vara sanna for att y ska vara sann?
A

C

Rita upp en egen krets for pastdendet “Antingen A och B eller C”.

I en masugn maste man bestaimma huruvida vdrmen ska vara antingen pa
eller av. I en férenklad model sdger vi att virmen ska vara pa om temperaturen &r
under 1000° eller om den 4dr instdlld pa “maximal effekt”. Sa klart maste varmen
vara avstingd om "Nodstopp” knappen &r aktiverad. Skapa en logisk krets for
detta.

Att bygga en minirdknare

Stdll upp additionerna med bindra tal:
a) 1411,
b) 101, + 1010,
Q) 1115+ 1,

Vi vill berdkna summan av tva ensiffriga bindra tal. Vi har pastdendena “Ena
talet &r 1o” och “Andra talet ar 1,” (istéllet for 0;). Hur kan man skriva pastden-



dena “Andra siffran i summan &r 1,” respektive “Forsta siffran i summan &r 1,”.
Rita en krets for dessa!

Nu vill vi bestimma en godtycklig siffra i det binéra talet. Vi vet motsvarande
siffror i termerna och har pastdende for att dessa ar ettor. Vi har ocksa ett pastaen-
de for om det finns en “minnesetta” fran siffran innan. Rita en krets for om siffran
dr 1 och om den leder till en “minnesetta”.

Skapa en symbol for din tidigare krets, en forkortning ddr bara invarde och
utvdrde syns men logiken blir samma som tidigare. Sétt ihop dessa till att kunna
berdkna summan av tva stycken fyra bitars tal.

— Extra. Hur kan vi bést representera negativa tal? Fungerar det i var krets?
Kan vi gora det pd ett sdtt som fungerar i var krets?

— Extra. Logiska kretsar kan inte spara ndgon information, men i datorer vill
vi kunna gora detta. Lat oss utvdardera samma krets flera gdnger, men lata ett av
invdrdena pdverkas av ett av forra utvdrderingens utviarden. Notera att vi fortfa-
rande har vanliga logiska kretsar, men kan ha “minne” genom in- och utvardena.

For att fortydliga notationen kan vi skriva vart par av invdrde och utvérde
som en symbol (kanske en kvadrat?). For att forenkla kan vi gora att invardet
(det varde minnet ger ifran sig) d&r samma som forra utvarderingen om utvérdet
(det viarde minnet fick in) var falskt, och motsatsen om det var sant.

Vad kan vi skapa med detta? Kanske en bindr rdknare som 6kar varje utvéarde-
ring? Eller ett stort lager av minne dér vi kan vilja vilken vi far ut?

15



5. Talbaser

18 juli

Andra talbaser

(Nyckelproblem) Bindra tal dr praktiska att representera med fingrar. Man
representerar en etta med ett utstrackt finger och en nolla med ett bojt finger som
i Figur 5.1. Rdkna fran 1 sd langt du kan pa fingrarna. Hur stora tal kan man
representera pd en hand? Pa tvd hander?

Figur 5.1: Talet 10011, representerat pa en hand.

(Nyckelproblem) Skriv 25 i baserna 2, 4, 8 och 13.
Skriv 2023 i bas 12 och bas 16.
(Nyckelproblem) Forklara mitt tankeldsartrick. Tank pa ett tal mellan 1 och 31.

Beratta for mig vilka 1ddor i Figur 5.2 talet ligger i. Hur kan jag snabbt bestimma
talet du tankte pa?



1 3 S 7 2 3 6 7
9 1" 13 15 10 11 14 15
17 19 21 23 18 19 22 23
25 27 29 31 26 27 30 31
(a) (b)
4 5 6 7 8 9 10 11
12 13 14 15 12 13 14 15
20 21 22 23 24 25 26 27
28 29 30 31 28 29 30 31
© (d)
16 17 18 19
20 21 22 23
24 25 26 27
28 29 30 31

(e

Figur 5.2: Tankeldsartrick.

17




6. Talbaser, operationer och slutsiffror

19 juli

Operationer i andra talbaser
Berdkna 239A7;1 +3855A11 heltibas 11.
Berdkna 1001, + 1011, helt i bas 2. Svara bade i bas 2 och bas 10.
Berédkna 1001, 4 1011, pa fingrarna.
Fyll i gdngertabellen i bas 8.

Beridkna 23g-23g, 255 - 255 och 14g - 14g helt i bas 8. Svara i bas 8.
Vad ar hilften av 1010,? Vad ar hilften av 1011,?

Slutsiffror
Bestam sista siffran i 5634905734458 + 6432876578.
Bestam sista siffran i 5634905734458 - 6432876578.
Bestam sista siffran i 92023,
Bestam sista siffran i 3'2.
Bestam sista siffran i 320%3.

Bestam sista siffran i 20232023,

18



Slutsiffror i andra talbaser
Bestam sista siffran i (411)?°211) i bas 11.

Bestim sista siffran i (2023g)(2023%) i bas 8.
Vilka slutsiffror kan kvadrattal ha i bas 8?
Vilken rest har 2023 vid division med 8?
Vilken slutsiffra har 2023 i bas 8?

Kan 2023 skrivas som summan av tva kvadrattal? Tre kvadrattal? Fyra kvadrat-
tal?

Kan 20232023 skrivas som summan av tre kvadrattal?

Kan 21 skrivas som summan av tva kvadrattal?

Extrauppgifter
Berdkna 10010/11. Berdkna 10010, /11,.

Visa att 10010,,/11, gar jamnt ut for alla heltal n > 2. Vad blir kvoten?
Bestam sista siffran i 14 +2% 4 3% 4 ... +2023%,

19



7. Bas 8 och summor av tva kvadrater

20 juli

Bas 8 och summor av kvadrater
Vilka slutsiffror kan kvadrattal ha i bas 8?

Vilka slutsiffror kan en summa av tvd kvadrattal ha i bas 8?
Vilka rester ger talen 2303, 604g och 123 vid division med 8 = 10g?

Forklara sambandet mellan att bestimma sista siffran i ett tal i talbas n och att
hitta resten vid division med n. Beskriv sambandet i rutan nedanfor.

Vilken slutsiffra har 2023 i bas 8?

Kan 2023 skrivas som summan av tva kvadrattal? Tre kvadrattal? (Fyra kvadrat-
tal?)

20



8. Modulorakning

21 juli

Modulonotation

Vi har precis 16st ett problem med hjélp av att titta pa slutsiffror i en annan talbas.
Det kan kdnnas jobbigt att arbeta i en annan talbas d&n den man &r van vid och
framfor allt omvandla tal mellan talbaser. Modulordkning dr en sorts sprak for att
tala om slutsiffror i andra talbaser, som man kan anvidnda ndr man inte behodver
bry sig om de andra siffrorna.

Om a och b &r icke-negativa heltal sager vi att
a=b (mod n)

(uttalas ”a ar kongruent med » modulo n”) om och endast om a och b har sam-
ma slutsiffra i bas n.

Vi har att a = b (mod n) om och endast om a och b har samma rest vid
division med n.

mExempel 1 e Det dr latt att se att 2023 = 123 =3 (mod 10)

* Modulo 12 (eller 24) anvéander vi dagligen nér vi tittar pa klockan. Det &r
namligen sd att 13 =1 (mod 12).

* Alla udda tal dr kongruenta modulo 2 och alla jagmna tal &r kongruenta mo-
dulo 2.

Nar vi sager “Berdkna a modulo n.” menar vi oftast “Hitta resten av
divisionen av a med n.” Vi vill allts ha ett tal mellan 0 och n — 1.

s Exempel 2 Vivetjuatt2023 =1003 =3 (mod 10), men ndr uppgiften dr “Berdkna
2023 modulo 10.” sa vill vi nog ha svaret 3. .

Berdakna 2340 modulo 10.
Berdkna 2023 modulo 8.
Berdkna 2100 modulo 11.

Antag atta=b (mod n) och ¢ =d (mod n). Da géller:

1. a+c=b+d (mod n),

2]



2. a—c=b—d (mod n),
3. a-c=b-d (mod n) och

4. a" =b" (mod n)

Attm; =my (mod n) betyder inte nodvandigtvis att a™ = a™ (mod n). Till exempel
slutar 3!2 pa 1, men 32 slutar pa 9. Slutsiffran for 3" beror inte pa ms rest vid division
med 10, utan 4.

Forklara for din kompis varfor Sats 8.2, som ser jatteldaskig ut, faktiskt ar up-
penbart sann och varfor den &r viktig.

Modulorédkning &r jattepraktiskt for att hantera slutsiffror, klockan och delbarhet.

» Exempel 3 Ség att vi vill rdkna ut slutsiffran i 51234 43452 - 134. Sats 8.2 gor att
vi helt enkelt kan skriva

51234 +3452-134=4+2-4=4+8=12=2 (mod 10).
Slutsiffran ar alltsa 2. "

= Exempel 4 Vi bevisar med hjdlp av modulospraket att 2023 inte &r summan av
tva kvadrattal.

Varje tal dr kongruent med 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, eller 7 modulo 8. Om vi ska
bestimma 29? (mod 8) behover vi inte rikna ut 292, utan vi kan rikna ut att
29 =24+5=35 (mod 8) och 297 = 52 (mod 8). Vi riknar ut alla kvadraterna mo-
dulo 8 och far foljande tabell:

X 0 1 2 3 4 5 6 7
x? 0 1 4 9 16 25 36 49
x? 0 1 4 1 0 1 4 1
(mod 8)

Ett kvadrattal ar alltsa alltid kongruent med 0, 1 eller 4 modulo 8. Summor
da?

+ |0 1 4
0 |0 1 4
1 |1 2 5
4 |4 5 0

Vi ser i tabellen att summan av tva kvadrattal endast kan vara kongruent med
0,1,2,4eller 5. Men

2023 =2000+16+7=2-2°-53 428 +7=2-8-54+2-8+7,

och
2-8:5°42-847=2-0-54+2-0+7=7 (mod 8).

Eftersom 2023 ger en rest vid division med 8 som summor av tva kvadrater inte
kan ha, s3 ar inte 2023 summan av tva kvadrater. "
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Rakna med modulo
Berdkna 30-42+25-5 (mod 3).

Ar 3023; jamnt eller udda? (Ar du siker?)
Berdkna 1002° (mod 100).
Berdkna 9*0% (mod 8).

— Extra. Beridkna 9% (mod 10). (Om du kan, anvand potensregeln a”¢ = (a?)°.
Annars kan du anvdnda metoden fran Lektion 2.)

» Exempel 5 Sdg att klockan dr 11 och vi vill veta vad hon kommer vara om 22
timmar. Vi hade kunnat svara 33, men det dr inte sd vi brukar ange klockan.
Klockan anges oftast modulo 12. Vi maste alltsa rdkna ut 33 modulo 12. Men
33=2-1249=2-0+49=0+9=9 (mod 12). .

Ség att klockan &r 11. Vad kommer hon vara om 54 timmar?
Séag att klockan dr 11. Vad var hon for 14 timmar sedan?

Vi har definierat modulo for icke-negativa tal. Hur tycker du att man ska
definiera modulo for negativa tal? Hur ska vi till exempel tolka (—1) (mod 12)?

— Extra. Kungen hade guldmynt som vagde1g,3g,4¢g,6g,8g,9¢g,11g,12
g respektive 16 g. Robin Hood stal fyra av mynten, och lille John stal ocksa fyra
stycken. Det visade sig att Robin Hoods stulna guld vdgde 3 ganger sa mycket
som lille Johns. Vilket mynt fick kungen ha kvar? (Tips: Kolla modulo 4.)

Delbarhet

= Exempel 6 Notera atta =0 (mod n) om och endast om a ar delbart med n. Vi ska
visa att summan av tre pa varandra foljande tal ar delbar med 3. Kalla forsta talet
x. Da dr andra talet x + 1 och det tredje x + 2.

x+x+1)+(x+2)=3x+3=0-x+0=0 (mod 3)

Visa att summan av tre pa varandra foljande udda tal 4r delbar med 3.

Bevisa att ett tal i bas 10 dr delbart med 5 om och endast om slutsiffran ar 0
eller 5.

Bevisa att 10" — 1 ar delbart med 9 for alla n.

Bevisa att ett (tresiffrigt) tal 4r delbart med 9 om och endast om dess siffer-
summa ar delbar med 9. (Ledtrad: Skriv talet abc som a-100+5-10+c.)

Bevisa att ett (tresiffrigt) tal 4r delbart med 3 om och endast om dess siffer-
summa ar delbar med 3. (Ledtrad: Skriv talet abc som a-100+5-10+c.)

Hur vet man om ett tal dr delbart med 4?
Hur vet man om ett tal 4r delbart med 11?

Hur vet man om ett tal i bindr form ar delbart med 3?
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I vilka baser ar det latt att se om ett tal 4r delbart med 7?

Har bas 10 eller bas 12 bast delbarhetsregler?

24



9. Lingvistik |

23 juli

Kinesiska ar ett sprdk som anvidnder egna tecken for ord. Nedan foljer ndgra
matematiska uttryck skrivna med kinesiska tecken. Skriv likheterna med arabis-
ka siffror:

1. h x .= 1T
2.~ x Ju=1TJ\
3.E+— = J\
4.0 x Ju = =1~
5. = x 7v = 1\
6.t + =L

Skriv med kinesiska tecken:
@1+42=3
(b) 10
(c) 50
(d) 92

Givet att 100 skrivs
"1, skriv med vanliga siffror:
(a) - 1A
(b) 7371 11
(© —H 1=
Mer talteori
Hitta alla primtal mindre dn 100. Hur manga finns det?

Avgor om foljande tal dr primtal:
(a) 91 (b) 101 (c) 143 (d) 347
(e) 12345 (f) 387878 (g) 1437004797 (h) 3599

Talen 3,5,7 ar alla primtal. Hander det nagonsin igen att tre tal pd formen
n,n+2,n+4 alla ar primtal?

Hitta det minsta tresiffriga primtalet dér varje siffra ar ett primtal.
Hitta 100 pd varandra foljande positiva heltal som alla &r sammansatta.
Visa att det finns odndligt manga primtal.

(a) Visa att v/2 dr irrationellt (dvs. det finns inga heltal a,b sddana att V2= ;—:).
(b) Visa att alla rotter av heltal # dr irrationella da n inte ar ett kvadrattal.



10. Lingvistik I

24 juli

Malagassiska

I foljande uppgifter (1-3) ska du med hjilp av logisk slutledningsféormdaga och
rimliga antaganden forsoka ldra dig mer om Malagasiska, ett sprak som talas pa
Madagaskar av runt 25 miljoner personer.

Detta dir en introducerande uppgift for att bekanta dig med en linguvistikuppgifts uppbygg-
nad. Still fragor eller diskutera med personen bredvid dig om du fastnar.

Nedan foljer en lista med ordgrupper pa malagassiska och deras oordnade
oversdttningar. Para ihop ratt ordgrupp med ritt oversattning.

1. davenona votsy a. brun lemur
2. gidro volontany b. rod hatt

3. gidro votsy c. rod jord

4. satroka mena d. vit aska

5. satroka votsy e. vit hatt

6. tany mena f. vit lemur

Med dina lardomar fran uppgift 1, oversitt till svenska:
(a) gidro mena
(b) satroka volontany

Oversitt till malagassiska:
(a) rod aska

(b) grd lemur

[Lingolympiaden 2020 U1, Ake Wettergren]



Nen

Nen é&r ett papuanskt sprdk som talas i sddra Nya Guinea av omkring 250 perso-
ner. Nar vi rdknar pd svenka anvander vi talbas 10. Det betyder att vi har speciella
ord for 10 (tio), 10- 10 (hundra), 10-10- 10 (tusen), och sa vidare, och tio olika siff-
ror (0-9). Aven om vildigt manga sprak har talbas tio, sa géller det faktiskt inte
for alla. Ett sddant exempel dr nen.

Nedan ges 12 tal skrivna med siffror i talbas 10, samt deras 6versattningar till
nen. Vilken &r talbasen i nen?

1 ambas

2  sombés

3 nambis

4  sombés a sombés

6 ambas pus

7  ambas pus ambas

8 ambads pus sombés

15 sombés pus nambis

30 widmadtandas pus

34 widmadtandas pus sombés a sombés
37 ambads prta ambas

80 sombés prta ambas pus sombés

Skriv med vanliga siffror (bas 10):
(a) widmatandas
(b) ambas pus sombés a sombés

(c) ambas prta ambdas pus ambas

Oversiitt till nen:
(@) 16
(b) 26
(o) 180

Skriv det storsta tal du vet hur man skriver i nen, och hur stort det &r i vanliga

siffror.

[Lingolympiaden 2019 U:B, Amanda Kann & Ake Wettergren]
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Quechua

Quechua ér ett sprdk som talas av ungefdr 9 miljoner personer i och omkring
bergskedjan Anderna i Sydamerika. Nedan foljer 10 ord pd quechua, samt deras
oversdttningar till svenska i en slumpmassig ordning.

1. lagha a. morker
2. lagha wasi b. cykel
3. jatun tata c. farfar; morfar

4. jatun yachay wasi  d. flygplan
5. kita uywap wasin e. fangelse

6. kita wuru f. metallhus
7. lata pisqu g. pappa

8. lata wasi h. universitet
9. lata wuru i. vildasna
10. tata j- ZoO

Para ihop orden pa quencha (1-10) med sina svenska motsvarigheter (a-j).
Orden wasi och wasin betyder samma sak.

Oversitt foljande ord till svenska:
(a) pisqu
(b) yachay wasi

[Lingolympiaden 2019 U:D, Hampus Lane & Ake Wettergren]
Sammanstillning och anpassning av Benjamin Verbeek
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11. Lingvistik Il

25 juli

Ni har nu introducerats till lingvistik och har provat pd ndgra olika uppgiftstyper.
Dagens uppgift kraver alla era nyforvarvade kunskaper inom lingvistik, samt
matematisk slutledningsférmaga. Aven fonetik kan vara till hjalp har. Arbeta i

grupp.

Cherokesiska

Liis igenom hela uppgiften innan du borjar.
Cherokesiska dr ett irokesiskt sprak som talas av cirka 2000 personer i de ameri-
kanska delstaterna Oklahoma och North Carolina. Teckenkombinationen qu be-
tecknar en konsonant och v betecknar en vokal.

Nedan foljer ett antal matematiska likheter med tal pa cherokesiska. De sex
forsta dr skrivna med det latinska alfabetet, medan de sex efterféljande &r skrivna
med det cherokesiska skriftsystemet. En likhet finns med i bdda grupperna.

Skriv likheterna med siffror. Ni kan anta att cherokesiska anvander bas 10.

1. tali x galiquogi = nigadu

nvgi x sonela = tsoisgo sudali

tali

sonela'®' = tsunelasgo sawo

tsunela + galiquogi = hisgadu

ST e e (DD

sowo + tali = tsoi

6. sudali x galiquogi = nvgisgo tali

7. OYKT = VLFRA O
8. KSS + AAY DA SPVY = SPTRAA
9. KT x DAH = KTRAM
10. HS + AWS = WPRA AW
11, AY x tAWS = +TNWRA HRY
12. O x +NW = KTRA ¥LP



Skriv foljande tal med siffror:

(a) hisgi  (b) sadu (c) galiquasgohi (d) tsoisgohi (e) tsogadu
(f) WPS  (g) PLPAA  (h) SPTwA BO (i) SPTS
Skriv fojande tal pa cherokesiska (bdde med det cherokesiska skriftsystemet
och med det latinska alfabetet):
G) 1
(k) 15
(1) 18
(m) 40
(n) 56
(0) 91

Alla tal i problemet dr mindre &n 100. Observera att det finns tva olika varianter
av W, se till exempel likhet 10 i uppgift 1, efter likhetstecknet ldngst till vanster
och hoger; dessa tva tecken édr alltsa olika. Om du anvander ndgot av tecknen, se
till att det inte gdr att forvaxla med det andra. Om du blir fardig snabbt finns
extrauppgifter att fa. Stall fragor om du fastnar.

[Lingolympiaden 2020 U4, Emil Ingelsten]
Sammanstillning och anpassning av Benjamin Verbeek
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12. Klippgeometri - Rutor

23 juli

Nar vi sdger dela upp menar vi att hela figuren ska delas upp, ingenting ska
bli 6ver och delarna far inte ha ndgon som helst 6verlapp.

Dela upp ett 8 x 8 schackbrdde dar man tagit bort alla hornrutorna i 1 x 2-
brickor.

Dela upp foljande figur i trerutiga vinkelhakar:
(a) Ett schackbrdde dar man tagit bort en hornruta.
(b) Ett schackbrdade dar man tagit bort en mittruta.

Hur kan man bygga ihop en 60 x 60-kvadrat utav T-tetraminos (se bild)?

N

Utav en 17 x 17-kvadrat lamnade bara kvar kanten som var 1 ruta bred. Dela
upp ramen i 8 delar och bygg ihop dessa delar till en kvadrat utan hal.

Dela upp ett schackbrade utan ett horn i farre dn 10 likadana rektanglar.
Dela upp en 5 x 5-kvadrat langs med rutgrdnserna i 7 olika rektanglar.

P& hur mdnga sétt kan figuren pd bilden delas upp i 1x5-rektanglar langs med
rutgrdnserna?

IR

- L]

I en 4 x 4-kvadrat markerade man 10 rutor (se bild). Dela upp kvadraten i fyra
likadana delar sd att de innehaller 1, 2, 3 respektive 4 markerade rutor.



O
O|0O
OO

Kan man alltid dela upp ett 128 x 128-brdde i trerutiga vinkelhakar om en ruta
ar borttagen, oavsett vilken?

Extraproblem

Dela upp en 1 x 5-rektangel i fem delar och bygg ihop en kvadrat utav de
delarna.
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3. Klippgeometri - Godtyckliga figurer

24 juli

Naér vi sdger dela upp menar vi att hela figuren ska delas upp, ingenting ska bli
over och delarna far inte ha ndgon som helst 6verlapp. Obs: godtycklig betyder
vilken som helst (ndgon annan véljer vilken).

Kongruent betyder exakt likadan (mojligen speglad eller roterad).

Kan en godtycklig triangel delas upp
(i) i fyra ratvinkliga trianglar?
(ii) i tre parallelltrapetser?
(iii) i fyra likbenta trianglar?

En triangel delades upp i tvd mindre kongruenta trianglar. Visa att den ur-
sprungliga triangeln var likbent.

Dela upp en godtycklig triangel i tva delar som sedan kan byggas ihop till ett
parallellogram.

Rita en figur som kan delas upp i tre kongruenta trianglar men ocksa kan delas
upp i fyra kongruenta fyrhorningar.

Gar det att dela upp en kvadrat i
(i) en dttahorning och 4 trianglar?
(ii) en 16-horning och 4 trianglar?
(iii) en 34-horning och 3 tiohdrningar?
(iv) en 33-horning och 3 tiohdrningar?
(v) en 35-hérning och 3 tiohérningar?

Gar det att dela upp en kvadrat i

mindre kvadrater? Visa hur man gor om det gar och bevisa varfor det inte gar om
det inte gor det.

Kan en kvadrat delas upp i trianglar pa s sitt att varje triangel gransar till
exakt fyra andra?



3. Klippgeometri - Bolyai-Gerwiens sats

25 juli

Tva ménghorningar kallas for likbildade om man kan dela en av
dem i ett antal delar och bygga ihop den andra av samtliga delarna. Med andra
ord kallas det att man kan bygga om en manghorning till en annan. Sa klart har
likbildade manghorningar lika stora areor.

(Wallace-Bolyai-Gerwien). Om tvd manghorningar har lika stor area sa
ar de likbildade.

Visa att om manghorningarna P och Q éar likbildade och manghorningarna Q
och R &r likbildade sa dr &ven manghorningarna P och R likbildade.

En konvex manghorning dr en manghorning dér alla vinklarna dr under 180°.
Visa att en godtycklig manghorning (dven icke-konvex) kan delas in i ett antal
konvexa manghdorningar.

Visa att en godtycklig konvex manghorning kan delas in i ett antal trianglar.
Visa att en godtycklig triangel kan byggas om till en rektangel.

Visa att en godtycklig rektangel kan byggas om till en rektangel dir ena sidans
langd &r mellan 1 cm och 2 cm.

Lat a < b < 2a. Visa att en godtycklig rektangel dér en sida har langden b kan
delas in i hogst tre delar och byggas om till en rektangel dér en sida har lingden
a utav de delarna.

Visa att en godtycklig manghorning kan byggas om till en rektangel dér en
sida har langden 1 cm.

Visa att om tva manghorningar har lika stor area s ar de likbildade.
Hitta pa ett satt att bygga om en rektangel av storleken 5(E1 till en kvadrat.

Dela rektangeln av storleken 3 (E 1 i hogst sex delar och bygg en kvadrat av
de delarna.

Dela rektangeln av storleken 3 (E 4 i tre delar och bygg en kvadrat av de
delarna!

Bygg om en kvadrat till tre lika stora kvadrater. Du far skdra den ursprungli-
ga kvadraten i hogst
(1) 10 delar.
(ii) 7 delar.
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1. Satelliter: Kinematik

18 juli

I denna lektionsserie kommer vi att studera matematiken och fysiken bakom
satelliter och rymdfard. Det kommer att borja med ndgra klassiska kinematikbe-
rakningar for att bekanta oss med relevanta ekvationer, och i slutet av kursen
kommer ni ha designat er egen satellitkonstellation.

Nedan foljer ndgra anvandbara fysikaliska lagar. I uppgifterna som foljer kan
ni i allmdnhet forsumma luftmotstdnd. Ni kan dven rdkna med att gravitations-
accelerationen g = 10 m/s”.

Energins bevarande
Kinetisk energi:

mv2

déar m &r objektets massa och v dess hastighet.
Potentiell energi:

Ep =mgh (1.2)

dér g dr gravitationsaccelerationen och # dr hojden (relativt ndgon referens-
punkt).
For ett slutet system giller att

ZE = konstant (1.3)

det vill séga att energin bevaras.

Newton II:a lag

F =ma

med F kraft, m massa, a acceleration.

Rorelsemidngdens bevarande
Rorelsemdngden p for en kropp definieras som

p=my

med m massa, v hastighet.



For en stot av tva kroppar dr den totala rorelseméngden konstant
M1V +mavo; = mVif +mpVvay

i star for initial och f for final.

Kraft 6ver en stracka (arbete)
Kraft som utfors 6ver en stracka krdver en viss mangd energi for att utforas.
Detta kan beskrivas som
E=Fs

dar F ar kraften och s ar striackan. I fallet da F inte dr konstant under strackan
sd kan man istéllet integrera kraften over strackan. Man far da

E= /bF(s)ds (1.4)

dér a och b ar strackans start respektive slutpunkt.

Uppagifter
* = svdrare, spara om du vill

Fran 10 meters hojd slapps en bowlingkula och en fjader. Vilken ndr marken
forst om de sldpps i vakuum (utan luft)?

Fran 1 meter ovanfor marken skjuter Erik en gevarskula horisontellt med has-
tigheten 300 meter per sekund. Hur langt kommer kulan?

Julia &r hemlig agent och springer mot maffian Maffiosos flyktbil. Hon beho-
ver sitta fast en GPS-spérare pd den, men bilen borjar kora ivdag ndr hon dr 9 meter
bort. Hon springer med konstant hastighet for att hinna ikapp. Bilen accelererar
med konstant acceleration 2 m/s?. Hur snabbt méste Julia minst springa for att
kunna sétta fast spararen? Hon kan inte kasta eftersom spdraren ar 6mtalig.

* Erik vill nu skjuta pa en kokosnot uppe i ett trdd, men han vet att sa fort
han skjuter sa kommer kokosnoten att falla mot marken. Var ska han sikta for att
pricka kokosnoten i luften?

Valentina spelar biljard och skjuter den vita bollen rakt pa 8an med hastighe-
ten 8 m/s. Vilken hastighet far 8an efter stoten? Energin bevaras i stoten.

Tobias, som alltid vill vinna, fuskar och spelar biljard med en specialboll. Bol-
len han skjuter med véger dubbelt sd mycket som de vanliga kulorna, eftersom
han tanker att han da skjuter med dubbelt sa mycket energi for samma hastighet.
Stammer det? Vilken hastighet har fuskbollen efter en rak kollision med en stil-
lastdende vanlig boll om den borjar med hastigheten v? Vad kommer hinda om
han skjuter pa en vanlig boll rakt mot ett hal? Extra: vad hinder om Tobias forsoker
sabotera for Valentina och istillet gor fuskbollen hiilften si tung som en vanlig boll?
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Benjamin stdr pa ett tdgspar och kastar en tennisboll mot ett tdg. Tennisbollen
har en hastighet v; = 10 m/s ndr Benjamin kastar den (gor inte det). Taget ror sig
mot Benjamin med 50 m/s. Hur fort ror sig bollen mot Benjamin efter krocken
med taget?

Newtons vagga bestdr av ett antal stadlkulor upphing-
da i tunna trddar. Néar en kula dras ut pa dnden sa stud-
sar en likadan kula ut pa andra sidan med samma has-
tighet, och séd studsar de fram och tillbaka sa. Men om
man drar ut tva kulor sa studsar det alltid ut tva kulor,
och inte t.ex. en kula med hogre hastighet. Hur “vet” ku-
lorna att det ska studsa ut lika manga kulor varje gang?

Studskoefficient
En boll som slapps mot marken fran en hojd 7 kommer att nd upp till hojd &k
efter studsen om e = vk ir studskoefficienten. 0 < ¢ < 1 gdller alltid.

Vad éar studskoefficienten k om energin i studsen bevaras?

En boll med studskoefficient k = 0.9 slapps fran hojden 1 meter. Efter hur
lang tid ligger den helt stilla pd marken?

Erik har hort att om man staplar bollar pa
varandra och sedan sldpper dem sa kan man fa den
oversta bollen att studsa mycket hogre dn hojden
bollarna sléapptes ifran.

(a) Betrakta tva bollar: en litt ovanpd en mycket
tyngre. De sldpps fran en hojd A. Hur hogt kommer
den latta bollen att nd efter fallet?

(b)* Kan man ta ndgon konfiguration av bollar sd att
den 6versta lamnar jordens atmosfar for alltid? I teo-
rin? Vad sétter kdppar i hjulet i praktiken?

Kriterium for cirkelrorelse (centripetalkraft)

I’I’lV2

Fo=—
r
med F. centripetalkraft, m massa, v hastighet (engelska: velocity) och r cirkelba-

nans radie. Kraften riktas vinkelradtt mot rorelseriktningen.
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forsoker kasta upp en projektil i om-
loppsbana enbart genom att snurra den
vialdigt snabbt pd marken. Vi antar att ar-

Ett amerikanskt foretag, spin launch, i

men dr 10 meter ldng. Vacuum chamber a
TL:I"II‘\EI
(@) Om vi latsas att luftmotstadndet inte
finns, hur fort skulle armen behdva snur-
ra for att projektilen ska nd upp till 1 km B Rocket

Rotating

hO]d? arm =7
(b) Vad blir kraften pa den roterande ar-
men?

-
m——

Benjamin Verbeek
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2. Satelliter: Omloppsbanors kinematik

19 juli

Idag diskuterar vi lagarna som styr planeters rorelser, samt mer av strategier-
na vi diskuterade igdr fast i ett mer rymdigt sammanhang. Fortsitt gdrna dven
16sa problemen fran pass 1.

Keplers 1:a lag
Planeterna ror sig i elliptiska banor med solen i ena brannpunkten

Uppagifter
Utan att sld upp virdena pa gravitationskonstanten G och Mj,,,, bestim fak-
torn GM /R” i Newtons gravitationslag Fy = ——.
r

Beridkna flykthastigheten (escape velocity pa engelska) fran jorden. Jordens ra-
die &r R,,g = 6371 km.

Vad dr den kinetsika engergin 7 = 1mv? som satelliten har i en viss (cirkular)

omloppsbana, uttryckt i G, M, m och r? Vad dr den potentiella energin U? Den
totala energin E?

Det visar sig att resultatet ovan gar att generalisera till elliptiska omloppsba-
not, genom att byta ut r mot a: ellipsens halva storaxel (semi-major axis pa engels-
ka).

Vad hédnder om energin i ditt svar pa problem 3 blir positiv?

Med vilken hastighet ror sig en satellit runt jorden i en cirkuldr omloppsbana
pa en given hojd h?

Berdkna omloppstiden T for en satellit i cirkuldr omloppsbana vid hojden
h = 600 km.

Benjamin Verbeek



3. Satelliter: Avancerade manovrar

20 juli

Uppagifter

Hohmanndvergang. Denna 6vergdng beskriver den minsta mangd Av som
en farkost behover for att byta omloppsbana fran en cirkuldr bana till en annan.
Berdkna mangden Av (vilket dr hur energiskillnad beskrivs vid rymdféard) som
behovs for att byta omloppsbana fran 200 km hdjd till 400 km hojd 6ver jorden.

Gravitationsslunga. Hur fungerar en gravitationsslunga? Berdkna Av som en
tarkost far givet att den inkommer vinkelrédtt mot en planets rorelse i planetens re-
ferenssystem. Planeten har hastigheten v, relativt solen, och farkosten har initialt
hastigheten vy i planetens referenssystem.

Benjamin Verbeek
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4. Satelliter: Designa ett rymduppdrag

21 juli

Under detta pass ska vi designa en satellitkonstellation av CubeSats runt jorden.
Satelliterna har som mal att detektera skogsbrdnder pa jorden, vilket de gor ge-
nom att ta infrardda bilder som sedan analyseras. Du tillhor Mission Analysis-
gruppen; det dr ni som ska bestimma omloppsbanan och planera eventuella ma-
novreringar i rymden. Nedan foljer ett utdrag av uppdragskriterierna som pre-
senterats fran projektledaren:

MIS-MA-010 Satelliterna skall fasas ut i konstellationen inom 3 ménader.

MIS-MA-020 Konstellationen skall ta bild pa hela jorden var 12:e timme.

MIS-MA-030 Satelliterna skall falla tillbaka in i atmosfiaren inom 25 ar.

MIS-MA-040 Omloppsbanorna skall befinna sig i ett och samma plan.

For att tillfredsstdlla MIS-MA-030 kan du anta att omloppsbanans altitud ar
som hogst 600 km.

Uppagifter

Enligt ovan sd far altituden inte 6verstiga 600 km. Vi vill dock placera oss sd
hogt som vi far; kan du forklara varfor? Det kan finnas flera anledningar.

Vilj en lamplig omloppsbana for konstellationen. Varfor ar just denna om-
loppsbana bra? T.ex. GEO, LEO, LEO/SSO, polir omloppsbana...

Med vilken hastighet ror sig satelliterna runt jorden i den valda omloppsba-
nan?

Berdkna omloppstiden T for satelliterna.

Om vi antar att satelliterna kan se dnda till horisonten, vad blir deras field of
view, FOV (hur ldngt de kan se pd jordens yta)?

Hur ménga satelliter behdvs som minst i konstellationen for att uppfylla MIS-
MA-020 (och 6vriga krav)? Antag vi f6ljer en SSO. Kameran ombord kan dessvar-
re enbart se 5 av FOV.

Vid uppskjuttning sa placerar raketen samtliga satelliter i ungefdr en och sam-
ma punkt. For att fordela satelliterna i konstellationens positioner behover de
fasas ut. Om vi antar att vi kan flytta oss till en annan altitud och tillbaka pa for-

sumbart kort tid, vad dr den minsta hojdférandringen som behover goras for att
tillfredstédlla MIS-MA-010?



* Néar det kommer till att tillfredsstélla rymdskrotsriktlinjerna (som sétter kra-
vet MIS-MA-030) sa dr 600 km mest en uppskattning. En viktig faktor som paver-
kar luftmotstandet ar hur stor area satelliten moter atmosfaren med. Om vi antar
att vi har en ratblocksformad satellit med total ytarea S (fran engelskans surface
area) som roterar slumpmassigt (i vdrsta fall dr satelliten “dead on arrival”); vad &r
den genomsnittliga arean A,,, som moter atmosfaren?

*Extra: be om extra forklaring om du kommer hit och behdver det. Berdkna den
storsta mangden Av som behovs for att genomfora utfasningen.

Benjamin Verbeek
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5. Konstruktioner

Juli 2023

De gamla grekerna utforskade vilka geometriska konstruktioner som var moj-
liga med passare och ograderad linjal. Nu &r det er tur att ga i deras fotspar. Ne-
dan foljer “regler” som géller for geometriska konstruktioner.

* En linje ritas genom 2 punkter

e Cirklar ritas med att vélja mittpunkt A, och en punkt B sa att radien pa
cirkeln blir AB

* Egenskaperna mdste vara matematiskt exakta. Exempelvis kan du inte sjdlv
gissa mittpunkten pd en strdcka, utan det maste i teorin vara exakt.

* Du kan markera punkter godtyckligt, t.ex. pa en linje eller cirkel, men inte
med mer specifika egenskaper

* F4 fram nya punkter genom skdrningspunkter av linjer och cirklar.

Uppvérmning

Konstruera en liksidig triangel

Mittpunkisnormaler
Konstruera mittpunktsnormalen av strackan AB
Hitta mittpunkten mellan A och B

Rita en godtycklig triangel. Konstruera skarningspunkten av tva av sidornas
mittpunktsnormaler.

En medianien triangel dr en linje fran ett horn till motstdende sidas mittpunkt.
Konstruera skidrningen av tva av triangelns medianer

Vinkelrata linjer
Givet en punkt A pa en linje 1, skapa linjen genom A vinkelrat mot 1
Givet punkt B utanfor linje 1, skapa linjen genom B vinkelrdt mot 1

Rita en godtycklig triangel. Konstruera skdrningspunkten av tva av sidornas
hojder



Vinklar och Bisektriser
Skapa bisektrisen till en godtycklig vinkel.
Skapa en vinkel dubbelt sa stor som en given vinkel.
Skapa en vinkel pa 60 grader.
Skapa vinkel pd 30 grader.
Skapa en vinkel pa 45 grader.
Skapa en vinkel pa 75 grader.

Parallella linjer
Givet en punkt A utanfor linje 1, skapa linjen genom A parallell med 1.

Konstruera en parallellogram (med ickerdta vinklar)
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6. Konstruktioner 2

Juli 2023

Du har en godtycklig triangel. Konstruera en linje genom ett av hérnen sa att
triangeln delas in i tvd mindre trianglar med lika area.

Samma situation som ovan men de mindre trianglarna ska istéllet ha lika om-
krets.

Du har en cirkel. Rita en cirkel, koncentrisk med den forsta, sa att den forsta
cirkeln delas in i tva delar med lika area.

Tva kvadrater av olika storlek delar ett av sina horn. Konstruera en tredje
kvadrat, med samma gemensamma horn, sd att dessa area &r lika med summan
av de tva mindre kvadraternas areor.

Fyra linjer, [y, I, I3 och 4. [; och [; &r parallella, /5 och I4 &r parallella. Du har
en punkt A utanfor alla linjer. Rita en linje genom A sa att den skar [y, [, I3 och Iy
i Py, Py, P; respektive Py och segmenten PP, = P3P;.

T~—
\

d

o

Givet en vinkel pa 54 grader, dela den i 3 lika stora vinklar.

Givet en kvadrat, konstruera en regelbunden oktagon som delar fyra av sina
sidor med kvadraten.

Vilj ut fyra slumpmadssiga punkter. Rita en cirkel, med tva av punkterna in-
nanfor och tva utanfor cirkeln, sd att det kortaste avstdndet fran varje punkt till
cirkeln ar lika langt for alla fyra punkter.



Foljande problem kommer alla utgd fran féljande figur:

Du ska rita en linje genom punkten sd att:
(a) Den triangel som bildas &r likbent
(b) Punkten dr mittpunkten pa linjen

Rita en linje s& punkten &r skdrningspunkten av hojderna till triangeln som
bildas av linjen och de tvd redan givna linjerna.
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/. Konstruktionsgolf

Juli 2023

Varje given konstruktion kan goras pa mdnga olika sdtt. Vissa mer effektiva
dn andra. Till de hdr problemen ar er uppgift att utféra konstruktionerna pa sa
4 drag som mojligt! Ett drag &r att rita en cirkel eller att rita en linje mellan tva
punkter. Markering av punkter kostar inget drag.

Konstruera en kvadrat.
Konstruera en regelbunden Hexagon.
Konstruera en regelbunden Oktagon.

Givet en strdacka AB och en punkt C. Rita cirkeln med centrum C och radie AB
(definitionen av en stel/modern kompass).

Givet en kvadrat och en punkt A pd kvadraten, konstruera en kvadrat med A
och alla dess punkter pd den storre kvadraten

7= 1

g

- e

Dela en strdcka i 3 lika stora delar
Givet punkt A utanfor linje 1, skapa linjen genom A vinkelrdt mot /. (3)
Givet en punkt B pa en linje /, skapa linjen genom B vinkelrdt mot /. (3%)

Givet tva parallella linjer, konstruera linjen mittemellan dessa som ocksa &r
parallell. (5%)



8. Konstruktioner - Konstruerbara tal

Juli 2023

Om man borjar med en given enhetsldngd, vilka langder dr mojliga att kon-
struera med passare och ograderad linjal? Du far anvdnda de verktyg vi anvant:
mittpunktsnormaler, vinkelréata linjer, parallella linjer, bisektriser och ateranvand-
ning av langder (stel kompass).

(a) Konstruera laingden 2
(b) Konstruera langden 3

(c) Givet n, kan du konstruera n+ 1? Vad innebéar det isafall?

(a) Givet en strdcka med langd 3 och ett med 5, konstruera langden 8

(b) Givet strackor med ldngderna a och b, hur konstruerar man a + b?

(@) Givet strackor med ldngd 10 respektive 4, konstruera langden 6

(b) Givet strackor med ldngderna a respektive b (a > b), konstruera lingden
a—b

Kan du givet strackor med langderna a och b, skapa langden a x b?

Givet strackor med ldngderna 3 och 5:
(a) Konstruera 3/5
(b) Konstruera 5/3
Givet strackor med langderna 0.3 och 0.5:
(a) Konstruera 0.3/0.5
(b) Konstruera 0.5/0.3

Om vi kan konstruera 3, vilken midngd dr da konstruerbar?



v
(a) Konstruera v/2

(b) Konstruera v/3
(o) Givet \/n, konstruera v/n+ 1

(d) Givet x (inte nodvandigtvis heltal) konstruera /x (*)

Ovningstall

Givet en kvadrat med sidlangd 1, konstruera foljande:

@@ v2+1
(b) ¥2-!

(0
(d)
(e)

0 5

#‘

Pentagon

Genom att veta att cos 72 = # gdr det att konstruera en regelbunden pentagon

inskriven i en cirkel. Forsok att komma pa en egen 1osning
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9. Kryptogrdfi I: Kongruensrakning
23 juli

Heltalsrékning

Kongruensrakning bygger pa heltalsrakning, sa for att forsta kongruensrakning
behover vi borja med heltal (bade positiva och negativa). Heltal kan adderas, sub-
traheras och multipliceras med varandra. Heltal kan i allménhet inte divideras da
vissa kvoter inte ar heltal.

Delbarhet. Lat a, b och c vara heltal. Vi sdger att a delas av b, och att
b ar en delare till a, om a = bc. Att b delar a skriver vi som b|a.

= Exempel 7 7 delar 35, vilket kan skrivas som 7|35. "

Om a =bciédra=(—b)(—c). Negationen av en delare dr ocksd en delare med ne-
gerad kvot. Detta gor negativa tal trdkiga i sammahanget. Vi kan i princip strunta
i negativa tal ndr vi betraktar delbarhet, for de beter sig likadant som positiva.

1 och a ar alltid delare till a.

Kan ett heltal ha odndligt manga delare?

Oma=ajay...a, med a; > 1 sager vi att ay, as,...a, dr en faktorise-

ring av det ickenegativa heltalet a.
Om ingen av a; kan faktoriseras ytterligare (utover den triviala faktorise-
ringen a; = a;) kallar vi faktoriseringen en primtalsfaktorisering.

Primtalsfaktorisera talet 70. Ar detta det enda sittet?

Vilka ickenegativa heltal saknar faktorisering?

Kongruensrdkning

Om a och b har samma rest vid division med nagot tal n sdger vi att a och b ar
kongruenta mod n. Vi skriver detta som att a = b (mod n) om och endast om n|a — b.

» Exempel 8 Timmar under ett dygn dr kongruensrakning modulo 12: 22 +4 =
26 =2 (mod 24). .

En mattekollo-elev hade suttit uppe hela natten och rdknat matte. Hen vakna-
de dagen efter och tittade pa klockan péd vdggen och sag att den visade klockan 5.
Vad kan klockan egentligen ha varit?

Vad dr 13 mod 12?
Vad dr det minsta ickenegativa heltalet x som uppfyller x = 13- 13 (mod 12)?

Vi kommer nu utifran definitionen n|a — b bevisa pastdenden som gradvis later
oss behandla = mer och mer som ett likhetstecken.



Bevisa attom x =y sd drx+a =y+a (mod n).

Bevisa attomx=ysd drx—a=y—a (mod n).

Bevisa att om x =y sd &r xa = ya (mod n).
Hitta alla losningar till x+6 = 0 (mod 10)
Hitta alla losningar till 2x+6 = 0 (mod 10)
Hitta alla Iosningar till 2x+5 =0 (mod 10)

Ett parlhalsband har ett antal parlor i ndgot av fargerna rod, vit eller gron.
Forsta pdrlan dr rod, andra dr vit, tredje dr gron, fjarde ar rod osv. Vilken farg har
den 43:e pérlan?

Division
Vi har sett att linjdra ekvationer inte alltid har heltalslosningar. Vi kan atgéirda

detta genom att endast arbete modulo primtal, sa 1at oss harmed arbeta modulo
primtalet p. Givet att ax = b (mod n) sa finns det ett k sddant att b = ax + kn.

ax=>b (modn) = Jk:b=ax+kn = (plax+kn = p|b) (9.1)

vilket ej gar om b saknar ndgon delare som finns i bade a och n.

Jamfor modulordkning med primtal jamfort med icke-primtal for t.ex. 10,20, ...,100
och se om du kan hitta ett monster. Vad hér modulo ett primtal “battre”?

Bevisa att om a # 0 och ax = ay sa dr x =y (mod p). Tips: primtalsfaktorisering

Extra

Vi kan anvédnda notation dér vi later variabeln x i x =5 (mod 7) bendmna inte
ett godtyckligt heltal som uppfyller kongruensrelationen, utan sjélva ekvivalens-
klassen av sddana heltal. Addition, subtraktion och multiplikation pd dessa ekvi-
valensklasser ger den ekvivalensklass som innehdller heltalen med motsvarande
operation applicerad pa sig (Om x = {5,12,19... } arx+1={6,13,20...}).

I uppgift 7-9 bevisade vi att addition, subtraktion och multiplikation &r define-
rad pa dessa ekvivalensklasser. I och med uppgift 15 dr dven division definerad.
Kvoten mellan a och b kan skrivas a/b eller ab~!. Vanliga potensregler géller och
till exempel dr a*> =aaocha? =a'a™! = (aa)~".

Trots kvotteckneti5/2 = 6 (mod 7) innehéller véansterledet INTE ett
rationellt tal. I kongruensridkning har vi endast heltal och modulo-ekvivalensklasserna.
Lat ’%1 = % (mod 13). Hitta representanten for ekvivalensklassen x, alltsa det
minsta ickenegativa heltalet som ekvivalensklassen innehaller.
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10. Kryptogrdfi ll: Fermats lilla sats

24 juli

Bestam 1002 mod 100.
Bestam 92923 mod 8. Vad blir det om du tar mod 10 istillet?

Fermaits lilla sats

n ar ett heltal for vilket a" = 1 (mod p), ddr p dr ett primtal och 0 < a < p.
Finns a och p f6r vilka flera n a&r mojliga?
Finns a och p for vilka inga n dr mojliga?

Lat p vara ett primtal och a vara ett heltal 1 < a < p. Lat f(x) = ax (mod p).
Vi kan lite slarvigt tdinka pa denna funktionen som en funktion fran {1,2...p—1}
till sig sjdlv. (Egentligen &r det en funktion fran ekvivalensklassen av rester till sig
sjdlv).

Lat nu n vara den minsta positiva 16sningen. Kan du hitta en 6vre begransning
pa n? Du kan hoppa tillbaka till denna uppgift senare.

Lat p =7 och a = 2. Rita den riktade grafen av noder 1,2...6 med kanter fran
x till y = f(x) = 2x. Till exempel gar en pil fran nod 2 till nod 4. Hur ser grafen ut?
Vad i grafen motsvarar minsta positiva n?

Tips: testa olika (p,a) for att fa intuition.

Forestdll dig motsvarande graf for ett godtyckligt par (p,a). Kan en nod ha 0,
1 eller fler utgdende kanter? Kan en nod ha 0, 1 eller fler ingdende kanter?

Antag att ennod 1 ingar i en cykel av langd n, alltsa att n dr det minsta heltalet
sa att man efter n steg med start i nod 1 kan nd nod 1 igen. Kan ndgon annan nod
ingd i en cykel av annan langd?

Aterga till grafen med p = 7 och a = 2. Hur forhaller sig cykellingderna till
antalet noder, 6?

For en sddan hér graf for godtyckligt (p,a), hur forhaller sig cykellangderna
till antalet noder, p — 1?

Detta ger oss en sats som lyder

299

a’’ =1 (mod p) (10.1)

och kallas Fermats lilla sats.
Vad borde sté istallet for 27?2 ?

Anvind Fermats lilla sats for att bestimma 3100 900 mod 53.



Euler ¢ (n), generalisering till ickeprimtal

Vi ska nu gora om tidigare uppgifter modulo ett icke-primtal n (ej samma som
exponenten tidigare).

(variant av uppgift 10) Bevisa att om a &r relativt primt till n (alltsd ej har
gemensamma delare) och ax = ay sd 4r x =y (mod n).

Detta innebér at vi far dividera sa lange vi bara arbetar med tal relativt prima

(variant av uppgift 16) Forestdll dig motsvarande graf nu for (n,a). Hur
madnga ingdende respektive utgdende kanter kan en nod ha?

(variant av uppgift 17) Kan ndgon nod ingd i en cykel av annan ldngd &n
cykeln som innehaller nod 1?

(variant av uppgift 19) Hur forhaller sig cykelldngderna till antalet noder i
grafen?

Lat ¢ (n) beteckna antalet noder i grafen, alltsa antalet tal relativt prima till n.
Hur lyder den generaliserade Fermats lilla sats?

(denna kallas for Eulers sats, men Euler har mdnga satser, sa det &r ett daligt
namn)

Hitta algebraiska uttryck for ¢(p), ¢(p?), ¢(p?) samt ¢(pq) dér p och q &r
primtal (p # g).
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11. Kryptogrdfi lll: RSA
25 juli

Vilka tal har en invers modulo »?
Vilka tal har en invers modulo 10?

I detta problem visar vi f6ljande sats:

— Bézouts identitet. Lat a,b vara heltal som inte bada ar 0 och lat D =
sgd(a,b). Da finns heltalslosningar (x,y) till ekvationen ax+ by = D.

Lat S = {ax+by |x,y € Z} NZ~¢. Lat D var det minsta elementet i S.
a) Visa att om d|a och d|b sa géller att d|D.
b) Antag att D inte delar a. Visa att du kan skriva a = Dg+ r for ndgot 0 < r < D.
c) Visa att om D inte delar a sa maste det finnas ett element i § mindre dn D.
d) Dra slutsatsen att D = sgd(a,b).

Nar har a en invers modulo n?

RSA

Lat pg = n. Funktionen ¢(n) &r svar att berdkna om man inte vet p och ¢ ef-
tersom det &dr ekvivalent med att faktorisera n (och primtalsfaktorisering ar be-
rakningstungt!).

Lat n, e och ¢ = m® (mod n) vara vélkdnda. Sdg att vi &ven kanner till det hem-
liga talet ¢(n) (kanske eftersom vi valde p och ¢ fran borjan).

Vilket tal d uppfyller ¢? = m (mod n)?
Hur kan detta tal d berdaknas?

Antag att du undvikit det kniviga i att faktorisera n genom att berdkna d pa
nagot annat vis. Hur kan du anvanda d for att berdakna ¢(n)?

Hur kan du anvédnda att du vet ¢(n) for att berdkna p och ¢?
Ledtrad:

a+b\? a—b\*
(222 (2] i

Detta dr grunden i kryptosystemet RSA. Alice viéljer stora primtal p och ¢, och
beréttar for Bob n = pg, e = 21 + 1 = 65537. Under tiden tjuvlyssnar Eve (”ea-
vesdropper”).

Bob vill skicka det meddelandet m till Alice. Bob berdknar ¢ = m® (mod n) och
skickar detta talet till Alice. Eve hor detta ocksa.




Alice berdknar m = ¢? (mod n) och kan dirmed ldsa det hemliga meddelandet!
Eve kédnner till

n=pq (11.2)
e=2""41=65537 (11.3)
¢ =m’ (mod n) (11.4)

men att utifrdn detta berdkna m &r ekvivalent! med att faktorisera n. Vi har
anvant ett algoritmiskt svart problem for att uppratta siker kommunikation trots
avlyssning!

IMan kanske kunna hitta m utan att ga via d? (for vi bevisade att att hitta d ar ekvialent med faktorisering)?
Ja, detta ar faktiskt en giltig metod och kallas diskret logaritm. Men detta dr ocksa ett berdkningssvart problem.
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12. Kryptografi IV: RSA: Attackdags!
26 juli

Attackdags!

Foljande funktioner anvédnds i problemformuleringarna och kan anvéndas i 16s-
ningar. Funktionerna bygger pa tidigare innehall i kursen. Ni behover inte forsta
implementationerna, utan borja pa uppgifterna och ga tillbaka vid behov.

from random import randint

def gcd(a: int, b: int) -> int:
while a != 0,
a, b = bla, a

return b

def extended_gcd(a: int, b: int) -> tuplelint, int, int]:
# Hitta d, s, t som minimerar nollskilda
# absolutvardet av “s*a + t*b = d°
if a ==
d, s, t=b, 0, 1
else:
k, r=b // a, b} a
# b == k¥xa + r
dd, ss, tt = extended_gcd(r, a)
# ss*xr + tt*xa = dd
# ss(b - kxa - r) =0
# => (tt - ss*k)*a + ss*b = dd
d, s, t = dd, tt - ss*k, ss
assert s*a + txb ==
return d, s, t

def pow(base: int, exponent: int, mod: int) -> int:

if exponent < O:

d, s, t = extended_gcd(base, mod)

assert d ==

# s*base + t*mod ==

# s*base == 1 (% mod)

base, exponent = s, -exponent
ret = 1
while exponent > O:

if exponent % 2 ==

ret = (ret * base) % mod

base = (base * base) % mod

return ret

def is_prime(p: int) -> bool:
for n in range(2, min(p, 20)):
if pow(n, p-1, p) != 1:



return False
return True

def next_prime(p: int) -> int:
while not is_prime(p): p += 1
return p

def random_bits(bits: int) -> int:
return randint (2*x*x(bits-1), 2%*bits - 1)

def random_prime(bits: int) -> int:
return next_prime(random_bits(bits))

Kan vi berdkna p och ¢?

p = random_prime(32)
q
n = p*q

print(f"{n = }")

random_prime (32)

Kan vi berdkna p, g1 och ¢»?

p = random_prime(512)

ql = random_prime(512)
g2 = random_prime(512)
nl = pxql

n2 = p*q2

print(£f"{nl = }")
print(f"{n2 = }")

Kan vi hitta m?

p = random_prime(512)
q = random_prime(512)
n = pxq

el = 2xx16 + 1

e2 = 2xx18 + 1

m = SECRET

cl = pow(m, el, n)

c2 = pow(m, €2, n)
print(f"{n = }")
print(f"{cl = }")
print(£f"{c2 = }")
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Kan vi hitta m?

def smooth():
ret = 1
for t in range(2,1000):
if is_prime(t) and randint(0,1):
ret *x= t
return ret

def unsafe_prime():
while True:
# Automatically relatively prime to a bunch
# of small primes, which is good right?
p = smooth() + 1
if is_prime(p):
return p

p = unsafe_prime()
q = unsafe_prime()
n = pxq

e = 2%x16 + 1

m = SECRET

c = pow(m, e, n)
print(f"{n = }")
print(f"{c = }")
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13. Linjar Algebra, del 1

23 juli

Vektorer
Vad blir 7 +7V om % = (1,2,3) och V = (0,—4,2)?
Vad blir @ —V om W = (1,2,3,4,5) och V = (0,—4,2,3,—3)?

Introduktion Matriser

En matris som bestdr av n-rader och m-kolonner kallas for en n x m-
matris (n gdnger m-matris). Storleken for en matris &r alltsd n och m.

ail a2 v Aim
a1 Gzp v Gm
ap1 4p2 - dnm

Ett element pd det i:te raden och j:te kolonnen betecknas som q; ;.

Hur ska matris B och C se ut for att foljande alltid ska galla?
(@ A+B=A?
(b) A+(—-A)=C?

Varfor géller foljande axiom for matriser A, B, C och konstan-

ter A och u ?

(@) A+ (B+C) = (A+B)+C (Associativa lagen)

(b) A+ B =B+ A (Kommutativa lagen)

() A(A+B) = AA+ AB (Distributiva lagen)

d A+u)-A=2A+puA

e A-(u-A)=(A-u)-A

OmA = (; 2) och B = (3 3) , och vi har matrisekvationen 5A +2X = 4B.

(a) Vilken storlek har matris X?

(b) Los matrisekvationen och hitta matris X.



Matrismultiplikation

Matrismultiplikation med en matris A med storlek n x m och en ma-
tris B med storlek m x p skapar produkten

AB=C
dér C dr en matris med storleken n x p. Varje element ¢; ; i C dr definierad som:
m
Ci,j = aibyj+aioba j+ -+ dimbmj = Y aibi.;.
k=1

Matrismultiplikation dr endast definierad nar det &r samma antal kolonner i A
som antal rader i B.

Hur ska matris E se ut for att AE = EA = A alltid ska gélla?
Varfor géller foljande axiom pd matrismultiplikation? (Skip-
pa att bevisa!)
(@ A-(B-C)=(A-B)-C (Associativa lagen)
(b) (A+B)-C =AC+ BC (Distributiva lagen)
() C-(A+B) =CA+CB (Distributiva lagen at andra hallet)

Galler den kommutativa lagen A - B = B - A for matriser?

Varfor frdgade vi om AE = EA i frdga 5? Borde det inte alltid gélla att A- B =
B-A?

Vad ar x om
2 x 4
@933

2
2 |, uttryck A2 — 44 med hjilp av enhetsmatriser (SPOILER:
1
e

o W =
I
o
~

OmA =

[NST NS R
N =N

Svaret till frdga 5 dr en enhetsmatris och brukar betecknas som E).

o)

Ett polynom p(x) = ¢ 4 c1x + cox* kan representeras som en vektor Jf =
o cl
¢1 | . Hitta derivata-matrisen D sd att D- f = ¢ dir ¢ = | 2¢» | och p/(x) =
(6] 0
q(x) =c1+2cox.
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cos® —sinb

Rotationsmatrisen R = | .
sin@ cos6

) kan multipliceras R- V' for att vrida

pa en vektor ¥V moturs med en vinkel 6. Vad blir vektorn i/ = (\(/)5) efter att

man roterar den 45° moturs?

Visa att ifall man transformerar en vektor med en rotationsmatris med en vin-
kel o och sedan en annan rotationsmatris med vinkel 3, sd ar det ekvivalent som
att enbart transformera en vektor en gang med en rotationsmatris med vinkeln
o+ B.

Matriserna A och B konstrueras pa sd sitt att produkten C = AB &r definierad.
Vilka dimensioner kan matriserna A och B ha for att f6ljande krav ska staimma:

(@) Alla elementiA, B och C ar udda heltal.
(b) Alla elementiA, B och C ar jaimna heltal.

A och B ar tva matriser sidana att AB = B och BA = A. Visa att A2+ B> = A +B.

A och B dr tva matriser sddana att AB = BA. Visa att foljande alltid stimmer
for allan € N:

(a) A”B = BA".
(b) (AB)" = A"B".
(C) AZn _BZn — (An _Bn)(An _|_Bn).

— Extra. Hitta tva matriser A och B ddr A # B, men AB = BA.
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Extra: Transponat

Transponatet till en matris A betecknas som A”. A7 &r en reflektion av
A genom matrisen A : s huvuddiagonal. Raderna i A blir pd sa sétt kolonnerna i
AT, och kolonnerna i A blir raderna i A”.

Exempel:
<3 I 4) ! ?
372 4

N9 W

2
Givet A = (5) berikna AAT och AT A.
3

—1
0

Vilka krav behéver uppfyllas for att A = AT?

3
. 1 09 361
areta= (10 )a=(3 5 1) (

Givet A = (; ) berikna AAT och AT A.

(O, T S

) , verifiera det foljande:

Galler 20 (a)-(d) generellt?
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14. Linjar Algebra, del 2
24 juli
Determinanter

Determinanten till en 2 x 2-matris A = (‘Cl Z) ar:

a b

det(4) =|A[=| =

’:ad—bc.

Vad ér arean av ett parallellogram med basen 5 och hjden 4?

Vad dr arean av ett parallellogram med sidorna /2 och 2, och tva av vinklarna
i parallellogrammet ar 45°?

Vad &r arean av ett parallellogram som spanns upp av vektorerna i = (3)

2
och VvV = (3)7

. X
Vad ar x om

— _5?
4 x—1 >

— Extra. Vad &r arean av den konvexa polygonen som har sina horn i koordi-
naterna (0,0), (—2,2), (2,5), (5,1) och (7,3)?
Inversa Matriser

En matris A ar inverterbar om och endast om detA # 0.

Vad ar inversen till matrisen A = (; i) ?

Rotationsmatrisen multiplicerat med en vektor fran vanster innebar att vek-
torn roteras motsols i en vinkel 6. (Notera att sin’x +cos?x = 1)

cos® —sin0
sin@ cosO

?

(a) Vad ar inversen till rotationsmatrisen R = (

(b) Vilken funktion kan inversen ha?

Bestim k sa att matrisen ( ) sa matrisen inte ar inverterbar.

6 k
iy : : 56\, (31
Los matrisekvationen ( 4 S)X = ( 4 1).

— Extra. Visa att en inversen till en matris ar unik.

— Extra. Lat A och B vara tva n x n-matriser sddana att A + B = AB. Visa att
AB = BA.



3. Linjar Algebra, del 3

25 juli

3 x 3 Determinanter

a b c
Determinanten till en 3 x 3-matrisA= | d e f | ar:
g h i
a b c
det(A)=1|d e f :aei+bfg+cdh—ceg—bdi—afh:ae f—bd J_C—I—cd ¢
. h i g i g h
g h i
32 1
Vad ar determinanten av matrisen |4 2 —1|?
52 3
a b c
. _le f b c b c
Visa att |d e f—ah i_d'h T8, 7
g h i

Pa vilka andra sitt kan man dela upp en 3 x 3-determinant in i 3 st 2 x 2-
determinanter?

Kryssprodukt

Lingden av en vektor o = (uy, uy, u;) kan berdknas som

7| = \ us g+ ul.

Vad ar lingden av vektorn v = (3,—4,0)?

Kryssprodukten av 2 vektorer
= (ax,ay,a;) = axx+ayy+az

V= (bx,by,by) = byx+byy+ bz

kommer att bilda en vektor som dr ortogonal mot bade W och 7, och den
kan berdknas som:

xX y z
U XV =|ay ay a|.
by by b,



Hitta vektorn som gar fran punkten (3,-2,5) till (5,1,0).

Hitta en vektor som &r ortogonal mot bade vektorn U = (1,0,0) och V=
(0,1,0).

Hitta en vektor som dr ortogonal mot bade vektorn ' = (1,2,3) och V =
(—2,1,5).

Arean av ett parallellogram uppspént av vektorerna i och V kan
beriknas som lingden av kryssprodukten mellan %@ och V', men &ven:

| x V| = ||| V|sin@
dar 0 ar vinkeln mellan i och V.

Vad ar arean av parallellogrammet uppspént av vektorerna i = (1,2,3) och

V =(-2,1,5)?
Vad ir vinkeln mellan % = (1,2,3) och V = (=2,1,5)?

Givet 4r att @ = (3,2,—1),V = (1,4,5) och W = (7,—-8,5). Kan W vara en
vektor som 4r ortogonal mot i/, och V'?

— Extra. Hitta 2 vektorer 7, och V s att vektorerna 7, V och W aralla parvis
ortogonala mot varandra, om W = (3,1,4).
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1. Kombinatorik 1 - MAngdsystem

18 juli

Ett mangdsystem &r en familj av delmdngder av en méngd. Till ex-
empel kan vi ha ett mangdsystem F = {A;,A2,A3} pd mdngden X = {1,2,3.4}
dar A; = {1,2,3}, A» = {1,2,4} och A3 = {2,3}. Vi kallar X for en grundméngd
(inte officiell terminologi). Man kan tdnka det som att X dr en grupp personer
och varje element i F dr en klubb med medlemmar. Man madste bara anta att
inga tva klubbar har exakt samma medlemmar da element i méngder inte kan
upprepas. Sa {1,2,3} = {1,1,2,3} till exempel.

Vi betecknar {1,2,...,n—1,n} med [n].

Nd&r ér var grundméngd onédigt stor?

Vi sdger att grundméngden X &r for stor om vi kan ta bort ndgot element x € X
frdn den sd att alla element i vart mdngdsystem fortfarande ar distinkta nér vi
bortser fran x. Dvs om A och B dr i mdngdsystemet sd maste A\ {x} # B\ {x}.

Hitta ett mangdsystem pa [n] av storlek n+ 1 sa att grundméangden inte ar for
stor.

Visa att alla méngdsystem pa [n] av storlek n har en for stor grundmangd.

En transversal av ett méngdsystem F = {A{,A,,...,A,} dr en mangd
{x1,x2,...,x,} av element i X sd att x; € A; for alla i och sd att alla x; &r distinkta.

Vilka méngdsystem har en transversal?

Visa att om mangdsystemet F = {A},A», ...,A, } har en transversal sa kommer

> 1|

A

icl

gélla for alla I C [m].

(Halls giftermdlssats) Det finns n man och n kvinnor. Varje man kdnner ndgra
av kvinnorna. For varje k frdn 1 till n sd kdnner k mén alltid dtminstone k kvinnor.

Lat oss kalla en mangd med m mén for kritisk om de kdnner exakt m kvinnor. Visa
att:

a) Skdrningen och unionen av kritiska méngder ocksa ar kritiska mangder.

b) Om man tar bort en kritisk médngd mén tillsammans med alla kvinnor som de
kanner, sd kommer villkoren for satsen fortfarande vara uppfyllda.



c) Visa att det gdr att bilda n gifta par sd att man kdnde varandra sedan innan i
paret.

Visa att kravet i problem 3 ér tillrdckligt genom att tolka om mén och kvinnor
i Halls giftermalssats som méangder.

Lat varje man kdnna atminstone m kvinnor och varje kvinna som mest m man.
Visa att i sa fall sd ar villkoren i Halls giftermalssats uppfyllda.

Tilldmpning av Halls giftermdlssats

Elever loser problem pa en Matteklubbstraff. Det visade sig att var och en
hade 16st 4 problem och varje problem hade 16sts av 4 elever. Visa att man kan
organisera vem som gar fram till tavlan pa varje problem sa att varje problem blir
redovisat pd tavlan och varje elev redovisar exakt ett problem.

Man tog bort 7 rutor frén ett schackbréde. Visa att det gar att sdtta ut 8 torn pa
brddet sa att de inte hotar varandra.

I varje rad och varje kolumn pa ett 8 x 8-brdde star exakt 3 pjdser. Visa att man
kan vilja 8 av pjdserna - en i varje rad och en i varje kolumn.

P& ett schackbrade &r 16 av 64 rutor markerade, pd sa sitt att varje rad och
varje kolumn har exakt tvd rutor markerade. Visa att man kan sétta ut 8 svarta
och 8 vita pjdser pa de markerade rutorna sa att varje rad och varje kolumn har
pjaser av olika farg.

(En latinsk rektangel kompletteras till en latinsk kvadrat.) I rutorna péd en
m x n-rektangel (m < n) stér talen 1 till n pa sd sétt att varje rad och varje kolumn
innehéller olika tal. Visa att rektangeln kan kompletteras upp till en n x n-kvadrat
med talen fran 1 till n sa att det fortfarande star olika siffror inom varje rad och
varje kolumn.

En trollkarl tillsammans med en assistent visar foljande trick. En dskadare
skriver upp en foljd med 101 siffror. Assistenten tacker 6ver tvd grannsiffror med
svarta cirklar. Ddrefter kollar trollkarlen pa sifferfoljden. Hans jobb dr att lista ut
vilka siffror som tdcktes over och i vilken ordning. Visa att det gdr att garantera
att tricket lyckas.

Svara problem

Lat F vara ett mdngdsystem av en odndlig méngd X. Varje element i F &r
andligt. Det visar sig att for alla dndliga delmédngder A av X finns det disjunkta
B,C € F sa att A= BUC. Visa att for alla positiva heltal k£ finns det en dndlig
delmdngd av X som kan representeras som unionen av tva disjunkta mangder i
F pd minst k sétt.
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2. Kombinatorik 2- Spernersystem

19 juli

Ett méngdsystem F = {A{,A», ...,A,, } kallas for ett Spernersystem om
for alla distinkta index i, j € [m] sd dar A; Z A;.

Given en mangd X sd dr en kedja en lista delmadngder A;,A,,...,A; av
X sd att A| CAp C ... C Ag. Visdger att den 4r maximal om k =n+1.

Vi betecknar 1-2-...- (n—1)-n med n! och med (}) antalet sétt att

vélja ut k saker fran n saker. Notera att (}) = #Lk),

Sperners sats
Vi borjar med ett resultat som bestammer hur stort ett Spernersystem kan vara.
Visa att det finns n! olika maximala kedjor av en mangd X med n element.
Visa att givet en delmidngd A C X sd finns det minst @ maximala kedjor som
innehaller A.
Visa att tva element i ett Spernersystem inte kan vara i samma kedja.
Visa att ett Spernersystem med grundméngd [n] har max (Lg J) element.

Kan du hitta ett Spernersystem av storleken i problem 4?

LYM-olikheten
Vi forfinar Sperners sats lite.
L4t F vara ett Spernersystem pa X = [n] och sitt F, = FNX®). Visa att
IR

L=t

Kan du hérleda Sperners sats fran LYM-olikheten?

Annu mer generalisering

Vi ska nu lamna delméngder helt och tdnka oss foljande uppldgg. Vi har n+ 1
méangder numrerade fran 0 till n» som kallas nivder. Elementen i en niva far rela-
tera till vissa element i nivan under och 6ver utifrdn ndgon regel. Vi bestimmer
ocksd att tvd element i niver som inte dr grannar relaterar om vi kan hoppa fran
elementet i den ldgre nivan till den hogre genom att bara hoppa uppat via relatio-
ner som bestimts mellan grannnivaer. Till exempel kan vi ha att nivder dr gene-
rationer av personer och att tvd personer relaterar om de ar barn och forilder. Vi



latsas hér att nivderna &r fina. I verkligheten &dr det inte sd. Da skulle ocksa barn-
barn relatera till sina mor- och farférdldrar eftersom vi kan ga fran barnbarnet
till dess fordldrar och sedan till dess mor- eller farfordldrar. Ett sant hdr system
kallas ett poset (partially ordered set).

Kan du beskriva hur delmédngder bildar ett poset?

Lat F vara ett poset med nivéer Fy, Fi, ..., F,. En antikedja &r en del-
mangd av F sd att inga tvd element relaterar med varandra.

Beskriv hur ett Spernersystem &r en antikedja.

Visdger att ett poset F med nivaer Fy, Fi, ..., F;, dr regelbundet kopplat
om varje element i ndgon viss niva relaterar till lika manga element i nivan ovan
och varje element i ndgon viss niva relaterar till lika manga element i nivan
under. Ett element kan alltsa relatera till olika antal under och ovanfor sig och
hur manga element som relateras till kan skiljas &t mellan nivaer. Ett exempel
skulle kunna vara att alla i milleniegenerationen skulle ha exakt 5 fordldrar och
3 barn. Alla i generation Z har 2 fordldrar och 7 barn o.s.v.

Lat F vara ett poset med nivder Fy,Fi,...,F, och 1at A C F vara en antikedja.
Visa olikheten
" AN
y A0A
i~ ki
Kan du anvdnda denna satsen for att 16sa problem 11 som kallas Krafts olikhet.
Den ér tyvérr inte dopt efter William.

Vi har en dndlig lista med dndliga bindra talfoljder. Det visar sdg att ingen
talfoljd ar ett prefix till ndgon annan i listan. Sag att antalet talfoljder i listan av
langd k &r ny. Visa att
k

| S

<l1.

L

~

Svara problem

Vi har en andlig lista med dndliga bindra talfoljder. Det visar sdg att alla
bindra talfoljder som kan byggas av dessa kan goras sd pa ett unikt satt av dem.
Sdg att antalet talfoljder av langd n dr ng. Visa att

o Tk
<.

L5
Vi har n komplexa tal z1,22, ...,2,, alla med absolutbelopp storre dn 1. Vi vill

gora sd manga summor av dessa som majligt, av 2" mojliga totalt, sd att inga tva
summor skiljer sig frdn varandra med mer &n 1. Visa att vi max kan ta ut (Lg j)'

| S
=~
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3. Kombinatorik 3- Skarande system

20 juli

Ett skdrande system &r ett médngdsystem sa att varje par av méngder
i systemet delar minst ett element.

Maximal storlek

Visa att varje skdrande system F av [n] har maximalt 2"~! méangder i sig. Kan
du hitta ett sddant system?

Erds-Ko-Rado
Lat n och r vara tva positiva heltal sa att n > 2r. Vi ska bestimma hur stort ett
skarande system av [1](") kan vara. Kalla det skdrande systemet A.

Betrakta en cykel av talen 1 till n. En sdn cykel ger n stycken r-element del-
méangder genom att vdlja pa varandra foljande element i cykeln. Till exempel kan
vi ta cykeln (314625) om n = 6 vilket ger mdngderna {3,1,4},{1,4,6},{4,6,2},{6,2,5},{2,5,3}
och {5,3,1} om r = 3. Visa att max r stycken av de delmédngder bildade frdn en
given cykel kan varaiA.

Visa att antalet par (5,C) dar S 4r en méngd i A och C dr en cykel som ger S ar
|Alr!(n—r)!.

Visa nu att samma sorts par dr max r(n— 1)! i antal.

Dra slutsatsen att || < (“_}). Kan du hitta ett sddant system?

Svara problem

Lat n,k vara positiva heltal s& att k < n/2. Vi har ett n x n brade och viéljer ut
nagra k x k delbrdden. Det visar sig att alla par av delbrdden har minst 1 ruta
gemensamt. Visa att antalet delbrdden som valts ut 4r max

n—1\2
k—1)
Lat F vara ett mangdsystem som har foljande egenskaper:
(())OmX e FsafinnsdetY e FochZe FsaattYNZ=0ochX =YUZ.

(i)OmX e FochYUZ=X,YNZ=0saarY cFellerZcF.
Visa att det finns en minskande kedja Xy 2 X; 2 X O ... av médngder X, € F sa att

(X =0.
i=0



4. Kombinatorik 4 - Kombinatorisk talteori

21 juli

Delbarhet

Visa att bland n + 1 positiva heltal mindre eller lika med 2»n finns det ndgon
som delar en annan.

Visa att bland n + 1 positiva heltal mindre eller lika med 2# finns det tvd som
ar relativt prima.

Delsummor

Uncle Ben, eller Benjamin som han brukar kallas, har lagt en forbannelse 6ver
idrotten pa Mattekollo. Den 6kar chansen att foremal gar sonder. Darfor bestam-
mer sig Kevin och Erik for att anteckna hur manga saker som gar sonder varje
dag. De far en f6ljd av 2n — 1 positiva heltal. De undrar ifall det finns n stycken tal
i foljden vars summa &dr delbar med n. Kan du hjdlpa dem med detta?

— Erds-Ginzburg-Ziv. Utav 21 — 1 heltal finns det n stycken vars summa
ar delbar med n.

For att bevisa satsen ska vi bygga upp lite resultat pd vagen. Vi borjar med ett
uppvarmningsproblem.

Lat ay,ay,...,a, vara heltal. Visa att det finns en icke-tom delsumma som éar
delbar med n.

Lat A, B vara tvd delmédngder av Z eller Z, (restklasser modulo 7). Vi
definierar méngden A+B = {a+b:a€A,b € B}.
Lat A och B vara dndliga delmédngder av Z. Visa att |A + B| > |A|+ |B| — 1.

For Z,, (p ar primtal) har vi ett motsvarande resultat som kallas Cauchy-Davenports
sats.

Lat A och B vara icke-tomma delméangder av Z, ddr p dr ett primtal sa att
|A| +|B| < p+ 1. Visa med hjélp av induktion pd |A| eller pa annat sétt att |A+B| >
|A| 4 |B| — 1. Du kan anta utan inskrankning att 1 < |A| < |B].

Harled att om A1,A», ..., A; dr icke-tomma delméngder av Z, sa att
k
Y Al <p—k+1
i=1
sa ar

k
AL+ A > Y A —k+ 1
i=1



Vi kommer nu visa sats 4.1 med hjdlp av induktion. Vi borjar med induktions-
steget.

Visa att om sats 4.1 géller for n = a och n = b sa géller den for n = ab dér a,b ar
positiva heltal.

Vi avslutar nu beviset genom att visa det for primtal. Vi kan sedan multiplicera
ihop vilka primtal vi vill och fa att satsen géller for alla positiva heltal n.

Visa sats 4.1, om n dr ett primtal, genom att vilja lampliga madngder A; i pro-
blem 6.

Svara problem

Lat a, vara en talfoljd av positiva heltal sa att for alla primtal p kommer
(ay,ay,...,ap) bilda ett fullstindigt restsystem modulo p. Visa att

. ay
Iim — =1.
n—e 1

Lat A vara en dndlig méingd reella tal. Visa att

1
A+Al-|1A-Al > —|A]5/2.
|A+Al-| \_32| |
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5. Konvexitet 1. Hellys sats.

18 juli

En figur kallas konvex om den tillsammans med dess tva valfria punk-
ter ocksa innehdller hela strackan som forbinder dem.

Visa att skarningen mellan ett valfritt antal konvexa figurer dr en konvex figur.

Visa att om alla triangelns horn hor till en konvex figur s hor dven varje inre
punkt utav triangeln till den figuren.

Pa en linje finns ndgra strackor givna sddana att varje par av dem har en ge-
mensam punkt. Visa att alla strdckorna har en gemensam punkt.

Pa planet finns nagra rektanglar givna vars sidor ar parallella med koordina-
taxlarna. Visa att om varje par av rektanglar har en punkt gemensamt sa har dven
alla rektanglarna en punkt gemensamt.

Fyra konvexa figurer pd planet dr givna. Vilka tre av dem som helst innehédller
en gemensam punkt. Visa att det finns en punkt som tillhor alla fyra figurerna.

Visa att i vilken som helst konvex manghdorning utom ett parallellogram sa
kan man vélja och forldnga tre sidor och bilda pa sa sétt en triangel som omfattar
manghorningen.

Ett konvext holje av en figur d4r den minsta (genom inklusion) konvexa
figuren som innehéller den.

Visa att varje figur (a) har ett konvext holje (b) har ett unikt konvext holje.

(Hellys sats). Det finns n givna konvexa figurer i planet. Om vilka tre av dem
som helst har en gemensam punkt sd har alla figurer minst en gemensam punkt.

Ge ett exempel pd ndr Hellys sats inte uppfylls for icke-konvexa méangder.

Extrauppgifter

Betrakta en valfri konvex sjuhdrning och alla fyrhérningar som bildas av fyra
pa varandra foljande horn i den. Visa att det finns en punkt inuti sjuhérningen
som inte tillhor ndgon av fyrhorningarna.

Ndgra punkter dr givna pa planet. Vilka som helst tre av dem kan tédckas
med en cirkel med radie 1. Visa att alla punkterna kan tdckas med en cirkel med
radie 1.

(Jungs sats.) Ndgra punkter dr givna i planet, avstandet mellan varje par av
punkter dr inte ldngre dn 1. Visa att alla punkterna kan tdckas med en cirkel med

radie —.
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6. Konvexitet 2. Centralpunkissatsen.

19 juli

Lat M vara en mangd med n punkter i planet. En punkt X kallas for
en centralpunkt for denna mangd om varje linje som passerar genom X delar
planet i tvd delar, ddr varje del (tillsammans med den dragna linjen) innehéller

minst g punkter fran M.

Hitta dtminstone en centralpunkt for fyra punkter i planet som bildar en kon-
vex respektive icke-konvex fyrhérning.

Centralpunktssatsen. For varje punktméngd i planet sa finns det nagon
centralpunkt.

Lat oss liira oss att konstruera den.
Lat M vara en mangd med n punkter i planet. Betrakta midngden ¢ av alla kon-
vexa figurer som innehdller mer dn ?n punkter fran M.
Visa att om alla figurer i 4 har en gemensam punkt sd dr den punkten en
centralpunkt.
(a) Visa att varje par av figurer i ¢ har en icke-tom konvex figur som snitt.
(b) Visa att det finns en punkt X i skdrningen mellan tva figurer i ¢ sa att vilken
annan figur som helst i €, som inte innehdller X, innehaller punkter som
ligger ovanfor X.
(c) Visa att alla figurer i 4" har en gemensam punkt.
Anmirkning. Pa sa sitt har vi bevisat centralpunktssatsen for planet.

Ge ett exempel som visar att uppskattningen 1/3 i centralpunktssatsen inte
kan forbattras.

Visa att for varje mangd M av n punkter i planet finns det punkter P och Q i

planet sa att alla konvexa figurer som innehaller mer &n 7}1 punkter fran M ocksa
innehéller P eller Q.

4
Kom pd en mindre uppskattning dn 7}1 i foregdende uppgift, men for tre punk-
ter.
Det finns 36 punkter pa planet. Visa att det finns minst 660 trianglar (bland

vilka det kan finnas degenererade trianglar) med horn i de givna punkterna som
innehaller en viss centralpunkt X.



7. Konvexitet 3: Radons sats

20 juli

Carathéodorys sats. Givna dr n punkter i R?. Visa att om en punkt A tillhor deras
konvexa holje sa tillhor det ndgot konvext holje utav tre av punkterna.

Radons sats. Givet en mangd P med d + 2 punkter i R? s kan man dela
upp punkterna i P i tvd mangder Py och P, sd att conv(P;) Nconv(Py) # 0.

Bevisa Radons sats:

(a) ford = 1.
(b) ford =2.
(c) ford =3.

(d) generellt.

Formulera och bevisa Carathéodorys sats for RY.



8. Tverbergs sats eller "flytta lite grann”

21 juli

P& ett plan finns n punkter givna. Visa att pa gransen av den minsta cirkeln
som innehdller alla dessa punkter

(a) finns minst tvd punkter frdn méngden.

(b) finns antingen minst tre punkter frdn mangden eller tvd punkter frdn méang-
den som &dr diametralt motsatta.

Tuerbergs sats. Antag att vi har (r—1)(d + 1) + 1 punkter i R?. D& kan vi
dela upp dem i disjunkta delmédngder P, P,,...,P; sd att de konvexa holjen av
dessa delmédngder har atminstone en gemensam punkt.

Bevisa foljande resultat utifran pastaendet i Tverbergs sats:

(a) Radons sats for RY.
(b) Centralpunktssatsen for R
(c) Centralpunktssatsen for RY.

Bevisa Tverbergs sats for R2: En méangd P med 3r— 2 punkter i planet kan alltid

delas upp i delméangder P, P, ..., P, sa att de konvexa holjen har en gemensam
punkt. Bevisa foljande pdstdenden:

(a) Det finns ndgon uppdelning av P och en cirkel B som skar alla conv(P;).

(b) Om det finns en uppdelning av P och en cirkel B frdn foregaende delpunkt
sa kan punkterna omfordelas mellan mangderna P, sa att varje mangd inne-
haller hogst tre punkter och B fortfarande skir alla conv(P;). (Fran och med
nu antar vi att alla méngder P, innehaller hogst tre punkter.)

(c) Om B innehdller inre punkter av alla conv(P;) sa B:s radie minskas (utan att
forlora egenskapen att skdra alla konvexa holjen).

(d) Antag att cirkeln B endast skdr granspunkterna for vissa conv(B;, ), . .., conv(P;,).
Om B:s mittpunkt inte ligger inuti konvexa holjet av skdrningspunkterna
(berdringspunkterna) med dessa mangder sa kan B flyttas lite och radien
minskas utan att man forlorar huvudegenskapen.

(e) Antag att cirkeln B endast skir granspunkterna for vissa conv(F; ), ..., conv(F;,).
Om B:s mittpunkt ligger inuti konvexa holjet av skdrningspunkterna med
dessa midngder sd kommer dtminstone en av dessa méngder att innehalla
tre (eller fler) punkter. (Det finns ndgra sarskilda fall dar detta inte dr sd, i sa
fall omfordela punkterna i P sa att cirkeln kan minskas.)



(f) Om B:s mittpunkt ligger inuti konvexa holjet for skdarningspunkterna, som
i foregdende delpunkt, sd ligger det inuti konvexa holjet for &tminstone tre
av skdrningspunkterna. Dd kan punkterna omférdelas mellan méngderna

P, ,..., P, sa att atminstone ett av de konvexa holjen skir B i inre punkter.

(g) Om radien for B &r positiv kan den minskas samtidigt som den fortfarande
skar alla conv(P;). D4 finns det en uppdelning av P dir B dr bara en punkt.

Kirszbrauns sats in R2. Lat Py, ..., P, vara mangder med punkter i planet s&
att skdrningen av deras konvexa holjen &r icke-tom. D4 finns det delmangder
P C Py,...,P. C P. med totalt 3r — 2 punkter sd att alla conv(P/) har atminstone en
gemensam punkt.

Generalisera beviset av Tverbergs sats till R?.

Carathéodorys sats med flera farger. Antag att A; dr en mangd bld punkter,
A; dr en méangd roda punkter och A3 dr en mdngd grona punkter i planet. Dessa
méngder har minst en gemensam punkt X i sina konvexa holjen. Visa att X tillhor
minst en triangel med olikafdrgade horn.
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9. Mangdiara 1 - Valordningar

23 juli

En vilordning dr en total ordningsrelation dar varje delmangd har ett
minsta element.

Tva ordnade méngder (X, <), (Y, <2) sdgs vara ordningsisomorfa (el-
ler bara isomorfa) om det finns en bijektiv funktion f: X — Y sd att

x<1y < flx) <2 f(y)

Visa att en ordning dr en védlordning om och endast om det inte finns ndgra
oandliga foljder x; > x; >x3 > ...

Givet tvd vdlordnade méngder (A, <), (B, <), hur kan man gora en vélordning
avA xB?

Ar méngden av alla dndliga stringar (av bokstdver) véilordnad av den vanliga
ordboksordningen?

a) Visa att R dr ordningsisomorf med (0,1).
b) Visa att (0,1) inte ar isomorf med [0,1).

c) Ar Q isomorf med Q\ {0} ?

(*) Visa att en védlordning &dr upprédknelig om och endast om den dr isomorf
med en delmidngd av R

Ett initialsegment av en ordnad médngd (X, <) &r en méngd pa formen
{x € X : x < a} for ndgot element a € x. Notera att mdngden X sjdlv inte ar ett
initialsegment.

Det finns flera standarder for hur initialsegment &r betecknade, t.ex a~ = {x €
X:x<a}

Visa att ingen vélordnad méngd kan vara isomorf med ett initialsegment av
sig sjdlv.

(*) Visa att givet tvd vdlordnade méngder sd dr de antingen isomorfa eller sa
dr den ena isomorf med ett initalsegment av det andra

Urvalsaxiomet. Alla méngder av icke-tomma méngder har en urvals-
funktion. Dvs for alla A som bara innehdller icke-tomma méangder sd existerar
en funktion f : A — Uycax sd att f(x) € x for alla x € A.



(*) Visa att pastdendet “Alla méngder har en vélordning.” dr ekvivalent med
urvalsaxiomet.

Det gar att gora stark induktion pa godtyckliga vdlordnade méngder. Hur?

(*) Visa att varje ordnad mangd kan fargas i tvd farger sd att mellan varje par
av punkter i samma farg finns en punkt i den andra fargen.

Oédndligt mdnga personer har blivit tillfdngatagna! De maste klara foljande
utmaning for att bli frigivna: Varje person kommer fa en hatt pa sig i en av
targer. De kan se vilka farger alla andra har pd sina hattar, men inte fiargen av sin
egen hatt. De ska samtidigt gissa vilken farg de har pa hatten, och de blir endast
frigivna om bara dndligt mdnga av dem har fel. Vad ska deras strategi vara for
att lyckas?

81



10. Mangdiara 2 - Ordinaltal

24 juli

Ordinaltal dr ett satt att klassificera pd vilka sitt valordningar kan se ut.
Betrakta foljande sdtt att ordna N

1. A={1,2,3...}
2. B={2,3,4...}U{l1}
3. C={3,4,5...}u{l1,2}
Dir vi tanker oss att ordningen gér fran vénster till hoger. Mdngden som ordnas

dr samma varje gang, men ordningarna dr inte isomorfa med varandra.

Hur manga olika (inte isomorfa) sitt kan du ordna N pa? Hitta s4 manga som
du kan!

Ett ordinaltal representerar ett sitt att vdalordna méngder pa.
Ordningen med ett element brukar representeras med siffran 1. Ordningen
med tvd element med siffran 2 osv. Den vanliga ordningen pa de naturliga talen
(mdngd A ovan) betecknas .

Hur tycker du man borde beteckna méngderna B och C ovan? Skriv en lamplig
ordinal for de védlordningar du gjorde i problem 1.

Givet tvd vdlordningar X,Y sa dr de antingen isomorfa eller sa dr den
ena isomorf med ett initialsegment av den andra.

Med hjélp av detta kan vi jamfora ordinaler

Givet tvad ordinaler « och B sdager vi att oo < B om « ér ett initialseg-
ment av f3. (Upp till isomorfism)

Bekréfta med sats 2.1 att for alla ordinaler a och 3 sé gller ett av pastdenden
o< fB,B < aeller a=p.

Givet en médngd med ordinaler, visa att det finns en ordinal som &r storre dn
alla dem, och beskriv hur man hittar denna.

Visa att ordinalerna dr védlordnade. Det vill sdga, givet en mdngd med ordina-
ler, beskriv hur man kan hitta den minsta av dem.

Visa att det inte kan finnas en odndlig minskande f6ljd av ordinaltal.

Givet ordinaler o och 3, definiera

a) a+p



b) a-B (Ledning: Problem 2 fran igar)
) of (Svarare)

Ar o +1=1+0? Ar2- @ = @-2? Skriv ner nigra intressanta ordinaluttryck
och se om du kan forstd hur de ser ut.

Forhoppningsvis kom du fram till att 2- @ # @ -2, och att den ena dr storre dn den
andra. I standardbeteckning sa ar faktiskt @ -2 den storre av de tva (vilket i alla fall
jag inte tyckte var intuitivt). Vihar dvenattw+1> 14+ o

Problemldsning

Betrakta mingden Q? av rationella punkter i planet. Visa att det finns en del-
méngd av dem sé att alla linjer i Q2 skir denna méngd exakt 2 ganger.

Gar det att farga punkterna i Q2 i n olika farger s4 att alla linjesegment med
rationella &ndpunkter har punkter med alla n farger pa sig?

Visa sats 10.1 genom att anvidnda foljande bevismall:

a) Betrakta mangden f = {(x,y) € X x Y : x~ dr isomorf med y<}. Visa att for
alla x existerar hogst ett y sd att (x,y) € f, och symmetriskt att det for varje y
existerar hogst ett x

b) Visa att f kan tolkas som en bijektiv funktion frdn en delmangd av x till en
delméngd av y.

c) Visa att denna funktion bevarar ordning och ddrmed &r en isomorfism.

d) Visa att definitionsméngden och virdemédngden av f inte bdda kan vara
initialsegment.

e) Dra slutsatsen att sats 10.1 stammer

Visa att urvalsaxiomet dr ekvivalent med pastaendet “Alla mangder kan val-
ordnas” genom anvinda foljande bevismall:

a) Visa att om alla médngder kan vidlordnas sa giller urvalsaxiomet genom att
explicit konstruera en urvalsfunktion. Konstatera att det nu racker att visa
att godtyckliga mangder kan vélordnas givet urvalsaxiomet.

b) Lat X vara en godtycklig mdngd och f vara en urvalsfunktion pa méangden
Z(X) av alla delmédngder av X. Kalla en delmdngd A C X trevlig om det
finns en vélordning av A sd att

VxeA, x=f(X\x%)
Forsok fa en intuition for vad denna definition betyder, och varfor det kanske

kommer hjdlpa dig att visa satsen.
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c) Visa att om A ar trevlig sa dar AU{f(X \ A)} ocksa trevlig.
d) Visa att om tva trevliga médngder dr isomorfa sa ar de lika.
e) Betrakta unionen av alla trevliga méngder och visa att denna ar X.

Fraga Sebastian om fler problem, eller 16s problem du inte hann med igar.
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11. Mangdiara 3 - Transfinit induktion

25 juli

Idag ska vi undersoka hur man kan gora induktion pa méngder som &r storre
an N

Varje midngd kan vidlordnas.

Visa att for alla ordinaler ¢, sa géller ett av foljande tva fall

a) a = +1for ndgon ordinal . (« kallas foljdordinal)
b) a =Upg.oB (akallas gransvirdesordinal)

Transfinit induktion Lat P(w) vara ett pastdende som beror pd ett
ordinaltal. Om du har visat att

1. P(0) géller
2. om P(B) géller for alla B < o sé géller d&ven P()
Da giller P(ax) for alla ordinaler o
Ofta behover man skilja pa foljdordinaler och gransvardesordinaler i problem

1 ndr man gor transfinit induktion.

Visa sats 11.2

Lat A vara en mangd. As kardinal 4r den minsta ordinalen o sd att det
finns en bijektion fran A till «.

Visa att det gar att definiera en ordning pa A sd att A dr isomorf med sin kardi-
nal.

Problemlésning

Visa att alla ordinaler kan skrivas som summan av en dndlig ordinal och en
gransvardesordinal pa ett unikt sétt.

Visa att det finns en delmingd S C Q? s4 att alla linjer i Q? skér S i exakt tva
punkter.

Visa att det finns en delmingd S C R? av planet s att alla linjer i R? skar S i
exakt tvd punkter.

Visa att det finns en delméngd V C R s4 att for alla x € R finns ett unikt v e V
sa att x — v ar rationellt.

Visa att alla funktioner f : R — R kan skrivas som en summa av tva injektiva
funktioner.



Herkules sldss mot en hydra, som bestdr av ett dandligt trdid med en rot R.
Varje drag viljer herkules ett av hydrans huvud (ett av trddets 16v) och hugger
av det. D4 kommer huvudets farfarsnod att vixa ut n kopior av subtrddet som

blev attackerat. Visa att Herkules vinner stiden mot hydran pa dndligt antal drag,
oavsett hur han gor.

\J\{/K@K{ﬁaw

Figur 11.1: Ett exempel pa ett drag Herkules kan gora. Har dr n =2

Givet ett heltal n > 2 genererar vi h(n) pa foljande vis: Lat r vara entalssiffran
in.
1. Om r =0 sa ges h(n) av att ta bort denna siffra 0. T.ex 7(120) = 12.
2. Om 1 <r <9. Delar vi in decimalrepresentationen av n i en maximal hogra
del R som bara innehaller siffror > r, och en vénstra del L som antingen &r

tom eller slutar med en siffra < r. Dd bestdr decimalrepresentationen av 4(n)

av L foljt av tva kopior av (R —1). Till exempel, for talet 171543 sa har vi
L =171, R =543 och h(n) = 171344344

Visa att for n > 2 sd kommer talféljden n,h(n),h(h(n))... att na talet 1 efter andligt
manga applikationer av .
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12. Vid gymnasiemattens slut

23 juli

Matematik 2c, fast ordentligt.

Nar ett nytt geometriproblem ser ut lite som ett gammalt, men
bara lite, lagg till det som behovs att den gamla bilden ska synas tydligt i den
nya.

— Medelpunkisvinkelsatsen. Bevisa att v = 2u i alla fall i Figur 12.1.

\Vé

(a)

Figur 12.1: Olika fall av medelpunktsvinkelsatsen.

— Randvinkelsatsen. Bevisa randvinkelsatsen (Figur 12.2a).

/\
V
(a) Randvinkelsatsen séager (b) Omviandningen sédger att
attu=v. punkterna ligger pa en cirkel.

Figur 12.2: Randvinkelsatsen och dess omvandning.

— Omvdndningen fill randvinkelsatsen. Bevisa omvandningen till randvinkelsat-
sen (Figur 12.2b).

— Korda-tangentsatsen. Bevisa korda-tangentsatsen (Figur 12.3).
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Figur 12.3: Korda-tangentsatsen sdger att u = v.

— Satsen om cykliska fyrhérningar. Bevisa satsen om cykliska fyrhorningar och
dess omvandning (Figur 12.4).

(@) u+v=180° b)u=v (c) Fyrhorningen ar cyklisk.

Figur 12.4: Satsen om cykliska fyrhoringar och dess omvandning.

— Kordasatsen och dess omvdndning. Bevisa kordasatsen, vars ena fall visas i
Figur 12.5. Vad sédger den nédr P ligger inuti eller pa cirkeln? Kan du formulera
och bevisa dess omvandning?

‘p

Figur 12.5: Kordasatsen séger att PA- PB = PC - PD = PE?.

P& jakt efter cykliska fyrhérningar
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Nar du ser ett geometriproblem, sirskilt ett som handlar om vinklar,
borja alltid med att leta efter cykliska fyrhorningar.

Figur 12.6: I en triangel ABC, lat Hx vara skdrningen mellan hojden fran X och forlang-
ningen av den motstaende sidan. Hojderna skér varandra i en punkt (se Problem 9) som
kallas ortocentrum.

Hitta sex cykliska fyrhorningar i Figur 12.6.

— Pedaltriangeln. Uttryck vinklarna i triangel Hy HgHc med hjdlp av vinklarna i
triangel ABC. Triangel HyHpHc kallas pedaltriangeln. Vilken roll har H i pedaltri-
angeln?

— Ortocentrum. Bevisa att hdjderna i en triangel skér varandra i en punkt.

— Miquels sats. Bevisa satsen i Figur 12.7.

(SMT-kval 2011, problem 4) I fyrhérningen ABCD &r AC = 2BC. Vidare galler
ZABD = /DBC = /DAC. Man vet att ZADC = 90°. Bestdm fyrhorningens ovriga
vinklar.

I triangeln ABC dras medianerna AD och BE. Visa att om ZCAD = ZCBE, sa
ar AC = BC.

Lat ABCD vara en cyklisk fyrhérning vars diagonaler dr vinkelrdta mot varand-
ra. Lat E vara diagonalernas skdrningspunkt och M vara mittpunkten pa AB. Visa
att linje ME dr vinkelrdt mot CD.

— Simsons linje. Bevisa satsen i Figur 12.8. Géller omvandningen?

89



Figur 12.7: I en triangel ABC, 1at D, E och F vara punkter pd sidorna BC, AC, respektive
AB. Lt de omskrivna cirklarna till trianglarna AEF och BDF skdra varandra i punkten P.
Bevisa att den omskrivna cirkeln till triangel CDE ocksa gar genom P.

Figur 12.8: Om P ligger pa triangel ABCs omskrivna cirkel sa ligger Ps ortogonalprojek-
tioner pa sidornas forlangningar pd en rét linje.
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13. Triangelns anatomi

24 juli

Triangelns kroppsdelar

Figur 13.1: Nédgra olika linjer i en triangel. I lila har vi hojden, i skrikrosa medianen, i blatt
har vi mittpunktsnormalen, och i gront har vi den inre och den yttre bisektrisen.

— Mittpunktsnormal. Lat AB vara en strdcka. Dess mittpunktsnormal
ar orten for de punkter som har lika langt avstand till A som till B.

Bevisa att mittpunktsnormalen till AB &r den vinkelréta linjen till linje AB som
gdr genom ABs mittpunkt.

Givet tvd linjer /; och /, som inte dr parallella, hitta orten for de punkter som
ligger lika langt ifran /; som 0.

— Inre och yttre bisektriser. Lat ABC vara en vinkel. Den inre bisektrisen
till ABC &r en linje som delar vinkeln mitt itu. Den yttre bisektrisen &r linjen
genom B som &r vinkelrdt mot bisektrisen.

— Hojd. I en triangel dr en hojd en linje som gar genom ett horn och
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ar vinkelrdat mot forlangningen av hornets motstaende sida.

Rita en triangel ABC dar ZABC é&r trubbvinklig. Rita hojden fran A.

— Median. I en triangel dr en median strackan mellan ett hérn och
mittpunkten pd den motstdende sidan.

Lat ABC vara en triangel. Visa att om tva av foljande linjer sammanfaller sa ar
AB = AC.

a) Hojden fran A
b) Medianen fran A

c) Bisektrisen till ZCAB

— Extra. Bevisa att bisektrisen alltid ligger mellan hojden och medianen. (Led-
trdd: Vad var det bisektrissatsen sa, nu igen?)

En omskriven cirkel till en triangel dr en cirkel som gdr igenom alla
triangelns horn.

En inskriven cirkel till en triangel &r en cirkel som tangerar alla tri-
angelns sidor.

En vidskriven cirkel till en triangel &r en cirkel som tangerar en sida
och forlangningarna av de andra tva sidorna.

Figur 13.2: En triangel och dess omskrivna cirkel, dess inskrivna cirkel och en av dess
vidskrivna cirklar.

Givet en triangel ABC, konstruera dess omskrivna cirkel. (Ledtrad: Vad dr en
cirkel, nu igen?)
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Givet en triangel ABC, konstruera dess inskrivna cirkel.

Givet en triangel ABC, konstruera dess vidskrivna cirklar.

Triangelns kroppsdelar kommer i trior

For nastintill varje speciell typ av linje i en triangel som det finns tre av, sd skar
dessa tre varandra i en punkt. I detta kapitel ska vi visa det.

For att visa att tre linjer gar genom en punkt, borja med att marke-
ra skdrningspunkten P mellan tva av linjerna. Vi vill visa att den tredje linjen /
gar genom den punkten ocksd. Det finns flera olika tekniker for det.

a) Om [ kan beskrivas som madngden/orten av de punkter som har egenskap
X, s& kan vi forsoka visa att P har egenskap X.

b) Om [ definieras av ndgon egenskap kan man dra en “liknande” linje /'
genom P och visa att /' har samma egenskap som [ och alltsd d&r samma
linje.

I en triangel ABC skir de tre sidornas mittpunktsnormaler varandra
i en punkt. Denna punkt dr medelpunkten for dess enda omskrivna cirkel, be-
tecknas oftas med O och kallas ofta “omcentrum”.

I en triangel ABC skér de tre vinklarnas inre bisektriser varandra i en
punkt. Denna punkt 4r medelpunkten for dess enda inskrivna cirkel, betecknas
oftast med / och kallas oftast “incentrum”.

I en triangel ABC skdr Z/As inre bisektris och de tva andra vinklarnas
yttre bisektriser varandra i en punkt. Denna punkt dr medelpunkten for en av
dess vidskrivna cirklar och betecknas oftast med I,.

Bevisa ovanstdende satser.

Hojderna i en triangel skdr varandra i en punkt. Denna punkt kallas
ortocentrum och betecknas oftast med H. Jag har hort goda argument for att
den borde kallas "hojdpunkten”.

Bevisa Sats 13.4. (Ledtrad: Gor uppgift 7 och kanske 8 fran igar forst.)

Medianerna i en triangel skdr varandra i en punkt. Denna punkt kal-
las masscentrum/tyngdpunkten och betecknas oftast med M. Dessutom delar
M varje median i forhallandet 2 : 1.

— Extra. Bevisa Sats 13.5. (Ledtrad: Det speciella med medianer &r att de delar
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triangeln i tvd delar med lika stor area.)

Hur olika kroppsdelar samverkar
— Superlemma. Los problemet i Figur 13.3a.

A

AW

(a) Visa att BS = 1S =CS. (b) Visa att /ZBAHy = ZOAC.

Figur 13.3

Los problemet i Figur 13.3b.

(a) Visa att speglingarna av H i varje sida (b) Visa att speglingarna av H i varje sidas
ligger pa triangelns omskrivna cirkel. mittpunkt ligger péd triangelns omskrivna
cirkel.
Figur 13.4

Los problemet i Figur 13.4a.
Los problemet i Figur 13.4b.
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— Det ryska problemet, svart. Lat ABC vara en spetsvinklig triangel med omskri-
ven cirkel w och omcentrum O. Beteckna med H triangelns ortocentrum och med
Hp och Hc fotterna till hojderna fran B respektive C till AC respektive AB. Lat D
vara skdrningspunkten mellan strackorna AH och HpHc. Lat M vara stracka BCs
mittpunkt. Lat N vara skdrningspunkten mellan linje AO och BC. Visa att DN||HM.
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1. Python Intro 1

18 juli

Datatyper
Det hér dr ndgra sdtt man kan deklarera variabler med olika datatyper:

x =25 # Integer

y = 3.1 # Float

z = "Text" # String

bl = True # Bool

1st = [9, False, "mango", ["?", 0]] # List

dct = {"keyl":"valuel", "key2":"value2"} # Dictionary

st = {"banan", 18, "kiwi"} # Set

tpl = (5, "tre", 9) # Tuple

Symbolhanterande
Testa att lagra foljande vérden i olika variabler, och kor koden. Vad hdander?

Integer + Integer?

a=3+5
print(a)
b =2
print (a+b)

String + String?

a = "ost" + "macka"
print(a)

Integer + String?

a =9 + "smérgdsar"

print(a)

String * Integer?

a = "Echo" * 3

print(a)

Integer * Bool? (Testa dven Integer + Bool!)

a = 9 *x False
print(a)




List * Integer

a=1[1,2,3] x4
print(a)

List + List

a=1[3,1, 4] + [1, 5, 9]
print(a)

Indexering

Vad hiander ndr man kor koden nedan? Gor nagra egna gissningar forst innan
ni kor koden. Reflektera sedan varfor det blev som det blev.

x = "Hello world"

print (x[7]1)

print(x[1:3])

print (x[-2])

print (x[3:])

print(x[:]) # Nar vill man anvédnda detta?
print(x[:1])

print(x[:-3])

print(x[-5:1)

Vad hénder ndr man kor koden nedan med print(a) efter varje rad? Gor négra
egna gissningar forst innan ni kor koden. Reflektera sedan varfor det blev som
det blev.

a = [2,3]

a[1] = 5

al[1] = [3,4,5]
al2] = [7]

al[2:]1 = [7]

a[2:] = [7,8,9,10]
a[2:]1 = [3,4]
al:-3]1 = [0]

Vad innebér indexen i och j nar man skriver [i, j]?
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Indata/Input

For att ta in input frdn en anvdndare kan man anvanda funktionen:

input ()

Ifall man vill att programmet skriver ett meddelande innan den frdgar om input,
kan man gora sa har:

namn = input("Skriv ditt namn hér: ")
print("Hej " + namn + "!")

Skriv ett program som ber anvandaren om 2 tal, utfor ett par berdkningar och
sedan skriver ut svaret.

Funktioner

Ibland nojer vi oss inte med de inbyggda funktionerna i programmeringsspraket
man anvander, och da kan vi definiera vdra egna funktioner:

def add(a, b):
return a + b

Implementera ndgon funktion som tar ett eller flera argument och returnerar
ett lampligt svar. Ndgra forslag;:

1. En funktion som kan rdkna ut antal bananer du kan kopa ifall du har X
kronor, och varje banan kostar 5 kr.

2. En funktion som konverterar antal grader i Fahrenheit till Celsius, eller tvartom.
(Googla gdrna hur man rdaknar ut Celsius med hjédlp av Fahrenheit!)

3. En funktion som konverterar langder i fot och tum till centimeter.

Rekursion

Rekursion innebaér att en funktion kan kalla pa sig sjalv.

def rec(count)
if count > O:
print('There are ' + count + 'function calls left!')
return rec(count - 1)

Skapa en egen rekursiv funktion. Exempel:
1. n! (n-fakultet)
2. fibonacci-talen

3. Ackermann-funktionen (Googla!)
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Extra: Lagg till en variabel som rdknar hur manga rekursiva anrop som gors till
funktionen. Finns det smartare sitt att implementera din funktion som inte kra-
ver lika mdnga anrop?

Omvandling mellan datatyper

Hur kan man konvertera en variabel mellan string, integer och float? Vilka
begransningar finns?

Extra: Klasser

Python anvéands ofta for att skriva objektorienterad kod. Detta innebar att man
kan skriva egna klasser, med egna medlemsfunktioner. Implementera en egen
klass! Ett exempel finns nedanfor:

class Bus:
def __init__(self, ID, color, passengers):
self.ID = ID
self.color = color
self.passengers = passengers

def add_passengers(self, n):
self.passengers += n

def remove_passengers(self, n):
self .passengers -= n

def info(self):
print('Bus ID: ' + self.ID + '\n' + 'Color: ' + self.color + '\n' +
'Current number of passengers: ' + str(self.passengers))

busl = Bus('ABC123', 'green', 5)
busl.info()
busl.add_passengers(3)
busl.info()

Fler instruktioner och exempel

https://docs.python.org/3/tutorial/introduction.html
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2. Python Intro 2

19 juli

For-loopar

Nar man vill repetera en liknande process i kod ett antal gdnger, sa brukar man
anvinda sig av loopar. Andra anledningar till att man anvander loopar &r for att
spara tid och for att minska misstag.

En vanlig loop &r en For-loop.

Testa runt med foljande kod, och svara pa fragorna.

for number in range(5):
print (number)

(a) Hur mdnga ganger loopas print-funktionen? Alltsa, hur ménga ganger kom-
mer variablen number att printas?

(b) Vilka tal printas?
(c) Vad éar range(5)?

(d) Skapa en for-loop som printar de 5 férsta udda talen.

Testa runt med foljande kod, och svara pa fragorna.

a-= [”Harry", "Elias", "Tobias", "Fredrik"]
for namn in a:
print (namn)

(a) Hur manga génger loopas print-funktionen hédr? Vad beror det pd?
(b) Ivilken ordning printas namnen?

(c) Hur kan man printa samma namn i samma ordning genom att anvanda

for i in range(len(a)):

While-loopar, Break och Continue

Testa runt med foljande kod, och svara pa fragorna.



a=20

while a<10:
print(a)
a +=1

(a) Hur médnga ganger loopas print-funktionen?
(b) Vilka tal printas?

(c¢) Vad innebar olikheten efter while?

Testa runt med foljande kod, och svara pa fragorna.

a=20
while 1:
if a == 10:
continue
elif a == 20:
break
else:
a +=1
print(a)

(a) Hur manga gdnger loopas print-funktionen?
(b) Vilka tal printas?

(c) Testa runt och dndra pa siffrorna for att lista ut vad continue och break gor.

Lagga till element i listor och sets

Att lagga till och ta bort element i listor och sets anvédnder sig av olika sorters
funktioner i Python. Till exempel:

frukter = ["banan", "kiwi"]
frukter.append("druvor")

frukter.pop() #tar bort det sista elementet
frukter.pop(1) #vad innebar siffran har?

harrys_favoritsiffror = {1,2,0}
harrys_favoritsiffror.add(7)
harrys_favoritsiffror.remove (1)

Givet en lista av positiva heltal dédr det kan finnas dubbletter, skriv en kod
som kan printa ut alla tal som uppstdr i listan (alltsd inga dubbletter).

Givet en lista av positiva heltal, skriv en kod som rdknar ut antalet méjliga
summor man kan skapa genom att addera 2 tal fran listan.
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Python har flera olika sétt att med kort och koncis kod skapa de objekt man vill.
Till exempel finns list comprehension, set comprehension och dictionary compre-
hension. Kolla upp vad dessa innebér. Ser du varfér den héir notationen &r an-
vandbar?

Ovningar listor

Anvand list comprehension (listbyggare) for att 16sa foljande uppgifter:
1. Skapa en lista med alla kvadrattal mellan 1 och 100.
2. Skapa en lista med alla tal mellan 1 och 100 som innehdller siffran 6.

3. Utga fran listan ['Bjorn’, "Hund’, 'Katt’, "Hast’]. Lagg till ett utropstecken till
alla strangar och filtrera bort strangar som inte innehdller bokstaven 'n’.

Ovningar ordbdcker

Anvéand dictionary comprehension (ordboksbyggare) for att 16sa foljande uppgit-
ter:

1. Skapa en dictionary vars nycklar &r talen fran 1 till 15 (bdda inkluderas) och
vdardena dr kvadraten av nycklarna. Testa forst med en for-loop och sen med
en ordboksbyggare.

2. Skapa en dictionary med alla orden i denna delfrdga dér orden ar nyckeln
och ordens langd dr dess varden. Anvand ordboksbyggare.

3. Anviand néstlade list / dictionary comprehensions for att hitta storsta ensiff-
riga delaren for varje tal fran 1 till 1000. Talen dr nyckel och storsta ensiffriga
delaren &r vardet.

Problemlésning! (Whoaaat)
Los foljande uppgift: https:/ /projecteuler.net/problem=9
https:/ /projecteuler.net/problem=14
https:/ /projecteuler.net/problem=25

Fler problem finns hér: https:/ /projecteuler.net/archives
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3. Spelprogrammering 1

20 juli

Idag ska vi borja med spelprogrammering. Vi kommer att anvdnda python-
biblioteket pygame for att rita saker pd skdrmen och ta input fran tangentbordet
och musen. pygame kan man anvédnda for allt fran att gora allt fran spel till simule-
ringar.

Idag kommer vi fokusera pd grunderna, hur spel dr uppbyggda, hur man an-
vander pygame och sist dterskapa det klassiska spelet Pong.

Spel generelit

Gameloop

Maénga spel dr uppbyggda pa vildigt liknande sétt, det &r en initieringsdel i
borjan av koden, hir sker allt som bara ska ske en gang nédr programmet startar.
Alla varibler och objekt kan skapas, bilder och ljudfiler kan laddas in och vi ska-
par ett fonster.

Sedan kommer gameloopen, en while-loop som kér om och om igen tills vi
stanger programmet. Den kor en gang for varje uppdatering spelet gor. Vi laser

in input fran anvandaren, uppdaterar paverkade objekt och ritar allt.

Sist rensar vi upp efter oss, tar bort objekt och stanger fonstret.

# --- Initiering / setup ---
# skapa alla variabler och objekt man behdéver senare under spelets gang,

ladda in bilder, osv

running = True
while running:
# —--- Events -—-
# ta input frdn anvindaren, har man klickat med musen, tryckt ner eller
sléppt pa en tangent
# -—— Updates --—-
# uppdatera alla variabler och objekt. Flytta till exempel spelaren
frammdt om den hdller ner 'W'.
# --- Render --—-
# rita allt pad skdrmen

# —-—— Cleanup ——-
# gor allt man vill gora precis innan spelet sténgs, radera objekt i minnet,

spara




Hur man anvénder pygame

Vi vill nu anvdnda pygame for att skapa ett fonster, ta input fran anvandaren och
borja rita saker.

Oppna ett fonster

# -—- Initiering / setup ---
import pygame # Importera pygame biblioteket

pygame.init() # Starta allt internt i pygame
# Valj storlek pd fonstret med bredd (800 pixlar) och héjd (600 pixlar).
screen = pygame.display.set_mode([800, 600])

pygame.display.set_caption("Namn pa fénstret")

running = True
while running:

# —--- Events —--
# —-—— Updates --—-
# -—-- Render ——-

screen.fill((255, 255, 255)) # Fyll ské&rmen med vit

# Uppdatera det som visas
pygame.display.flip()

# -—— Cleanup ——-
# Rensa allt som skapats vid init()
pygame.quit ()

Fonstret gar i nuldget bara att stinga genom att skicka CTRL+C i terminalen.
For att programmet ska stoppa nédr man trycker pa stingknappen maste det ko-
das. Allt anvandaren gor, tex trycker pd tangenter eller klickar pa staingknappen
laggs till som ett event som koden kan reagera pa.

# -—— Events -—-
for event in pygame.event.get():
if event.type == pygame.QUIT:
running = False

Rita former
For att gora klassiska spel racker det med att kunna rita rektanglar och cirklar.
pygame har inbyggt att rita massa olika former och linjer.

# --- Render -—-
screen.fill((255, 255, 255))

pygame.draw.rect(screen, (255, 0, 255), (100, 200, 500, 300))

# Rita en lila rektangel (réd = 255, gron = 0, bla = 255), men Ovre hérnet
i punkten (100, 200) (100 fran vanster, 200 uppifradn) som &r 500x300
pixlar stor
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pygame.draw.circle(screen, (255, 255, 0), (550, 300), 80)
# Rita en gul cirkel (réd = 255, gron = 255, blad = 0), med centrum i
punkten (550, 300) och radie 80.

pygame.draw.line(screen, (255, 0, 0), (0, 0), (800, 400), width = 20)
# Rite en réd linje (réd = 255, grén = 0, bla = 0) fran punkten (0, 0) till
punkten (800, 600).

pygame.display.flip()

pygame kan rita manga fler former och polygoner, alla olika draw-funktioner finns
hér: https://www.pygame.org/docs/ref/draw.html.

Notera ocksa vilka av rektangeln, cirkeln och linjen som hamnar ovanpd varand-
ra. Testa byta plats pa tva rader och se vad som hinder.

Interaktivitet

(a) Testa om en tangent blivit nedtryckt eller uppslappt:

# -—— Event ---
for event in pygame.event.get():
if event.type == pygame.QUIT:
running = False
elif event.type == pygame.KEYDOWN:
if event.key == pygame.K_a:
print("A was pressed this frame")
elif event.type == pygame.KEYUP:
if event.key == pygame.K_a:
print("A was released this frame")

Alla olika x_ véarden finns en bit ner pd denna sida:
https://www.pygame.org/docs/ref/key.html.

Testa att kora och se vad som hdnder nédr du trycker pa "A’. Hur médnga
ganger skriver den ut att du tryckt respektive slappt pad tangenten?

(b) Ibland dr man inte intresserad av om en tangent just trycktes ner, utan en-
dast om den dr nedtryckt eller inte. Det kan goras med get_pressed() som
returnerar en lista med booleans (True/False), en for varje tangent. Denna
lista kan indexeras med k_ fOr att f& om en viss tangent &r nere eller inte.

if pygame.key.get_pressed() [pygame.K_a]:
print("A is held this frame")

Rorelse

Vi vill nu 1dta anvandaren flytta pa rektangeln med tangentbordet. Introduce-
ra globala variabler som bestimmer rektangelns x- och y- position, till exempel
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pos_x och pos_y. Rektangeln kan da ritas i punkten (pos_x, pos_y) och nédr upp/
ner/hoger/vianster piltagent dr nedtryckt kan dessa variabler uppdateras.
Piltangenterna heter: X_Up, K_DOWN, K_LEFT och K_RIGHT.

Delta tid och FPS

Om du testar att jimfora med en kompis som har en annan dator kanske ni
maérker att rektanglarna ror sig olika snabbt pad skdarmen. Detta dr da datorn nu
forsoker kora gameloopen sa ofta vi kan. En dator kanske kor den 80 génger i
sekunden medan en annan dator kor den 200 ganger i sekunden. Varje uppdate-
ring flyttar sig rektangeln lika langt, vilket gor att hastigheten blir valdigt olika.
De flesta skdrmar kan dessutom bara uppdatera vad de visar 60 ganger i sekun-
den. Vi kan alltsa begrédnsa sa att spelet bara kor 60 ganger i sekunden och pa sd
sdtt spara datakraft utan att det paverkar vad man ser.

Vi introducerar dven en delta-tid, tiden som har gatt sedan forra gangen spe-
let uppdaterades. Den kan vi anvédnda for att gora sa att all rorelse gar lika fort.
Malet ar att datorn ska uppdatera spelet 60 ganger i sekunden, och dd kommer
deltatiden att bli 0.0166 s, men en lite svagare dator kanske bara klarar av att
uppdatera spelet 40 gdnger i sekunden, da blir deltatiden 0.025 s. Om vi multipli-
cerar all rorelse med deltatiden blir alla hastigheter i pixlar/sekund oavsett dator.

I pygame kan vi anvanda Clock ddr clock.tick(FPS) bade begransar till att en-
dast kora Fps-ganger i sekunden, samt ger oss tiden sedan forra uppdateringen i
milisekunder. Vi delar darmed pd 1000.0 for att f4 till sekunder.

# --- Initiering / setup ---
clock = pygame.time.Clock()
dt =0

# --- Updates —---

pos_x += 10 * dt # Notera att du kanske har en annan variabel foér att
bestédmma rektangeln position fran Upg 6.

# Sist i gameloopen
dt = clock.tick(60) / 1000.0

Efter detta borde rektangeln flytta sig lika fort oavsett vilken dator den dr pa.

Det gamla arcade-spelet Space invaders blev snabbare ju farre fiender som var
kvar, idag ar det som ett vanligt sdtt att gora spel svarare, men fran borjan var det
en bug. Ju farre fiender det var pd skdrmen desto mindre hade processorn att
gora och desto snabbare kunde den uppdatera spelet. Mdnga dldre spel som ar
skrivna for ldngsamma processorer anvander att processorn endast kan gora en
begransad mangd saker och att spelet far en bra hastighet genom detta. Men med
moderna datorer blir det alldeles for snabbt.
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Pong
Nu &r vi redo att borja skapa Pong.
Lagg in tvd paddlar pd varsin sida om skdrmen som tva spelare kan kontro-

lera. Till exempel med piltangenterna och "W’ och ’S’. Dessa kan goras som vita
rektanglar. Lat tvd variabler avgora dess hojder.

Léagg in en boll (antingen cirkel eller liten kvadrat som det var i orginalspelet)
som har en hastighet. Bollen ska borja i mitten av skdrmen och f& en slumpmas-
sig riktning och fart. Skapa fyra variabler som anger positionen och hastigheten.
Dessa kan f(jrslagsvis vara pos_x, pos_y, vel_x och vel_y.

Varje uppdatering kan da bollen flyttas enligt

pos_x += vel_x * dt
pos_y += vel_y * dt

Kollision
Vid kollisioner mellan tvd rektanglar eller en rektangel och en linje/kant pa
skdrmen jamfor vi deras koordinater for att se om de &r inuti varandra. Kom
ihdg att koordinaten &r dvre véanstra hornet, sa for att testa om nedre delen av rek-
tangeln dr under en linje, madste man jamfora pos_y + rectangle_height med linjens
y-koordinat.

(a) Lagg till kollision med taket och golvet. Om bollen &r i botten eller toppen
av skdrmen, spegla dess hastighet i y-riktningen.

if pos_y <= 0 and vel_y < O or pos_y + ball_size >= 600 and vel_y > O:
vel_y = -vel_y

Varfor behover vi kolla vel_x/y?

(b) Lagg till kollision med paddlarna. Vi kan borja med att approximera padd-
larna som en linje och nér bollen trédffar paddeln kan man spegla dess has-
tighet i x-riktningen.
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if pos_x < paddle_left_x + paddle_width and pos_x > paddle_left_x and \
vel_x < 0 and pos_y < paddle_left_y + paddle_height and \
pos_y > paddle_left_y:

vel_x -vel_x

Implementera detta for bdde hoger och vanster paddeln. Notera att vissa
variabler som paddle_left_x, paddle_width, ..., dr gissningar pd vad variab-
lerna kan heta.

Rékna poédng
Om bollen foérsvinner ut fran skdrmen till véanster eller hoger, rakna upp po-
dng for ratt spelare och aterstdll bollen i mitten av skdrmen. Vi kommer se nésta
lektion hur man kan rita text pa skdrmen for att visa podngen, nu kan man tem-
porart skriva ut podngen i terminalen med print Q).

Forbattra spelet ytterligare
Négra idéer pa saker man kan implementera ér:

* Lat bollen vara stilla i mitten av skdrmen fran borjan, och bérja réra pa sig
ndr man trycker ned forsta tangenten.

* Lat bollen paverkas av paddelns hastighet, om paddeln dker snabbt uppat,
kan bollen fa lite av den hastigheten uppat.

e Gor en bot som kontrollerar den andra paddeln sd man kan kora ensam.
Hur gor man sa att den &r sd rolig att spela mot som mojligt? Kanske borde
botten inte vinna varje gdng?
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4. Spelprogrammering 2

21 juli

Ladda in och rita bilder

Fram tills nu har vi bara ritat former i olika farger, men vill man gora snygga-
re spel kan man ladda in bilder och anvéinda istéllet. Bilden laddas forst in och
sparas i en surface som sedan kan placeras pad skdarmen.

# -—- Initiering / setup ---

# Ladda in bilden, om det &r en png med transparent bakgrund anvand
.convert_alpha()

name_pic = pygame.image.load("name.png").convert()

# Skala om bilden till r&att storlek.

name_pic = pygame.transform.scale(name_pic, (40, 40))

# --- Render -—-
# Placera bilden pa skdrmen, med 6vre vénstra hdérnet i punkten (10, 10).
screen.blit(name_pic, (10, 10))

Musen

Vi har sett hur man tar input frdn tangentbordet, men manga spel anvdnder
musen ocksd. Om man vill reagera pa ett vinster- eller hogerklick kan det goras i
event loopen:

# -—— Events -—-
for event in pygame.event.get():
if event.type == pygame.MOUSEBUTTONDOWN: # eller MOUSEBUTTONUP
if event.button == 1: # 1 = vansterklick, 3 = hégerklick
print (£"Vansterklick tryckt pa: {event.posl}")

Vill man ha muspositionen for att till exempel sikta kan det goras i update med
foljande kod:

# --- Update --—-

# F4 mus-positionen

# (0, 0) betyder att den &r i 6vre véanstra hérnet.

# (800, 600) betyder att den &r i nedre hégra hornet.
pos = pygame.mouse.get_pos()

print(f"Musen ar pa x: {pos[0]}, y: {pos[11}.")

# F& hur langt muspekaren har roért sig sedan foérra uppdatering
rel = pygame.mouse.get_rel()
print (f"Musen flyttade sig {rel[0]} pixlar i x och {rel[1]} pixlar i y.")




Text

Tidigare skrev vi ut podngen i terminalen, men den vill vi ju hellre rita pa
skdrmen! For att gora det mdste vi initiera font-modulen i python. Sedan kan vi
ladda in "helvetica’.

pygame.font.init()
my_font = pygame.font.SysFont('helvetica', 20)

For att sedan rita texten maste vi rendrera texten for sig till en surface, som vi kan
rita till skdrmen pd samma sétt som en bild. Om vi har en text som aldrig dndras
ar det en bra idé att endast rendrera texten en gdng nar vi initierar allt.

# —-—— Render --—-
# Skapa en bild med texten 'Podng: 10', med anti-aliasing, som &ar svart
text = my_font.render("Poing: 10", True, (0, 0, 0))

# Rita texten i punkten (10, 100)
screen.blit (text, (10, 100))

Om en text oftast &r samma, till exempel podng-texten som bara uppdateras
da och d&, kan man spara rendreringen och rendrera om nér podangen uppdateras.

Nu har vi gdtt igenom de flesta funktioner man behover for att borja gora spel!
Vilj om du vill fortsitta jobba pa Pong och polera fardigt den, visa poangen med
text, eller borja gora ett annat spel, till exempel ett flug-smaéllar-spel (eller nagot
helt eget du hittar pa!).
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Flug-smallar-spel
Skapa ett spel ddar man kontrollerar en flugsmailla med musen. Skapa massa
flugor pa skdrmen som man kan smaélla genom att klicka.

0

Skapa en lista med x- och y-positioner for flugorna. Loopa igenom de och rita
bilden av flugan pa den koordinaten. Nar anvandaren klickar, rdkna ut avstdndet
till alla flugor med pytagoras sats, om det d&r mindre &n radien pa flugan, ta bort
flugan. Om listan ar kort kan man ta bort med pop(), men da maste datorn flytta
alla element som ér till hoger om i ett steg till vanster. Om listan &r langre ar det
smart att forst byta plats pd det sista elementet och element-i, och sedan ta bort
det nya sista.

flugor_x.pop(i)
flugor_y.pop(i)

Forbattra Flug-smaéllar-spelet. Forslag:

(a) Lagg till maximalt antal flugor, och att det inte skapar flugor nér flugsmallan
star still.

(b) Rédkna antalet smilda flugor, visa podngen i spelet.

(c) Det ska inte kunna skapas flugor pa flugsmallan (dtminstone ska de inte ge
poang om de &ts upp).

(d) Gor sé att flugsmallan véxer vid varje mumsbit.

(e) Fa flugornas att rora sig. Kanske dr de rddda for sméllan och flyger ifrdn
honom?

(f) Lagg till ndgot som flugsmallan ska undvika, till exempel en vas eller dator.
(g) Lagg till Game Over
(h) Lagg till mojligheten att starta om spelet.

(i) Begransa flugsmallans rorelser med vdggar och annat som den inte kan rora
sig genom.
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5. Tavlingsprogrammering: Simulering

23 juli

Titelkostnad

Du édr chef for en avdelning pd FlixNet som ansvarar for att skicka enbart
filmtitlarna till kunderna.

Den totala kostnaden for att skicka en viss titel ar helt enkelt antalet tecken (in-
klusive mellanslag) i den titeln, men din internetleverantdr har kommit dverens
om att begrdansa den kostnaden till ett angivet vdrde.

Givet titeln pa en film och vdrdet pd den kostnadsbegransningen, berdkna
kostnaden for att skicka den filmtiteln till dina kunder.

Korningsexempel:

1. Filmtitel? Radian Hood
Begransning? 20

Kostnad: 11

2. Filmtitel? The Integer Games
Begrénsning? 16

Kostnad: 16

3. Filmtitel? Pie Hard
Begrénsning? 3.14159265
Kostnad: 3.14159265

Talfoljden

Att fortsdtta en paborjad talfoljd dr en vanlig sorts uppgift i saval mattebocker
som IQ-tester. Men det smartaste maste vl &nda vara att skriva ett datorprogram
som loser problemet en gang for alla.

Betrakta till exempel de sa kallade triangeltalen:

1,3,6,10,15,21 ...

Ett monster framtrdder om man tittar pa skillnaden mellan varje tal och dess
foregdngare:

2,3,4,56...

Tydligen okar skillnaden med 1 i varje steg. Men for ndgon annan talfoljd kan
skillnaden till exempel 6ka med 13, minska med 2 eller vara konstant. Det enda
som dr sdkert om de talfoljder som forekommer i denna uppgift dr att skillnaden
mellan tva intill varandra stdende tal dndras lika mycket i varje steg.

Skriv ett program som fragar efter de tre forsta talen i talféljden (positiva heltal
mindre dn 100) och sedan skriver ut de 10 forsta talen atskilda med blanksteg.

Korningsexempel:

Forsta talet 7 1
Andra talet 7 3
Tredje talet 7 6
Talf6éljden: [1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55]




Frodiga Falt Fran Fredrik (FFFF)

Fredrik satt pa sitt kontor och tittade ut genom fonstret, han funderade pa livet
och vad som egentligen &r viktigt. Ska han verkligen spendera resten av sitt liv
framfor en datorskdrm och skriva programmeringskod? Det later rdtt menings-
16st.

Det var dags for en forandring och Fredrik bytte han ut sitt tangentbord och
mus mot en kratta och spade och startade ett traidgardsforetag!

Efter flera drs hédrt arbete utomhus har Fredrik nu biceps som Van Damme och
ager det framsta tradgardsforetaget i hela Sverige. Han har precis haft tur nog att
forhandla fram ett stort avtal for att sa rektanguldra grasmattor at godsédgare.

Varje avtal specificerar storleken pad de grasmattor som behover sas, samt kost-
naden for fron per kvadratmeter. Hur mycket behdver han spendera pa fron?

Korningsexempel:

Kostnad fér frén per kvadratmeter? 20
Antal grésmattor? 3

Bredd p& gréssmatta 17 2

Langd pd grésmatta 17 3

Bredd pd& gréssmatta 27 4

Ladngd p& grésmatta 27 5

Bredd pd gréassmatta 37 5

Langd p& grésmatta 37 6

Svar: 1120 kronor

Kostnad fér frén per kvadratmeter? 0.75
Antal gréasmattor? 2

Bredd p& gréssmatta 17 2

Langd p& grésmatta 17 3.33

Bredd pd& gréssmatta 27 3.41

Ladngd pd grésmatta 27 4.567

Svar: 16.68 kronor

A Furious Cocktail

I Minecraft kan drycker (potion) skapas och drickas. Nar en dryck dricks,
appliceras motsvarande dryckseffekt pd spelaren under en viss tid. “A Furious
Cocktail” a&r namnet pd bedriften att lyckas fa alla dryckeseffekter samtidigt. Det-
ta dr en utmanande prestation, eftersom det tar tid att dricka varje dryck, och
endast en dryck kan drickas at gdngen.

Antag att det finns N unika drycker i din inventory, som var och en har en
aktiv tidsperiod pa 1, ...,ty sekunder. Om det tar T sekunder att dricka en dryck,
ar det mojligt att ha alla N dryckseffekter applicerade samtidigt? Observera att
om en dryckseffekt tar slut samtidigt som du avslutar att dricka en annan dryck,
rdknas inte dryckerna som applicerade samtidigt.
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Korningsexempel:

Antal drycker? 5

Antal sekunder det tar att dricka en dryck? 1
Tid dryck 1 &r aktiv?
Tid dryck 2

Tid dryck 3 &r aktiv?
Tid dryck 4 &r aktiv?
Tid dryck 5

Svar: Ja, det gar!

ar aktiv?

O W N -

ar aktiv?

Antal drycker? 3

Antal sekunder det tar att dricka en dryck? 2
Tid dryck 1 ar aktiv? 4

Tid dryck 2 ar aktiv? 3

Tid dryck 3 &r aktiv? 2

Svar: Nej, det gér inte.

Antal drycker? 3

Antal sekunder det tar att dricka en dryck? 2
Tid dryck 1 &r aktiv? 2

Tid dryck 2 &r aktiv? 3

Tid dryck 3 &r aktiv? 5

Svar: Ja, det gar!

Snoéskottning

Scott har som manga andra haft problem under vintertiden med allt sno. Scotts
hus madste skottas ofta, men han tycker sjdlv att skotta varje dag ar for ofta. Du
ska hjdlpa Scott att sdtta upp ett skott-schema for de kommande N dagarna. Till
din hjilp har du en detaljerad vaderleksprognos, sd du vet exakt hur manga cm
det snoar eller smélter varje dag (innan kvéllen). Nar det ligger minst H cm sno
en kvill sa dr det dags att skotta, och ndr man skottar sa forsvinner all sno. Fran
borjan &r det ingen sno alls.

Indata

Forsta raden innehaller antalet dagar 1 < N < 100 och andra raden snotros-
keln 1 <H < 1000. Dérefter foljer N heltal mellan —100 och 100 (inklusive). Dessa
tal beskriver hur madnga cm snd det kommer under var och en av de komman-
de N dagarna. Ett negativt varde betyder att denna mangd smalter istédllet (men
snotacket kan naturligtvis aldrig bli mindre &n 0).

Utdata

Utdatat ska besta av ett heltal, antalet kvillar Scott maste skotta.

Korningsexempel:

Antal dagar? 10

Snégréans? 27

Snéférédndringar? 5 -7 8 19 -20 22 8 26 -15 14
Scott behdver skotta minst 2 ganger
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6. Tavlingsprogrammering: Permutationer

24 juli

Permutationer

a) Skriv ett program som skriver ut alla mojliga strangar, av langd 3, som man
kan bilda med bokstdverna ‘a’, 'b” och ’c’. Det ska bli 27st strangar, varfor?

b) Modifiera programmet i a) sd att varje bokstav bara far forekomma en gang.
Det ska bli 6st strangar, varfor?

c) Skriv ut alla permutationer av strangen "EIR”.

Send more money

Ersétt varje bokstav med en unik siffra mellan 0 och 9 sa att utrdkningen i
figur 6.1 stimmer. Notera att talen inte kan borja med 0, for i sa fall skulle man
kunna strunta i att skriva ut forsta bokstaven.

+SEND
MORE
MONEY

Figur 6.1




Lagomvinklade trianglar

En lagomvinklad triangel dr vad viidenna uppgift kallar en triangel dar minst
en av vinklarna dr exakt 60 grader. De lagomvinklade trianglarna kdnner sig ofta
forbisedda jamfort med de mycket mer kidnda ratvinkliga trianglarna (s& kallat
mindervinkelkomplex), trots att de lagomvinklade ocksa har en snygg formel for
sina sidlangder:

¢ =a*+b*—ab

Skriv ett program som skipar lite rattvisa i detta triangeldrama genom att fra-
ga efter ett tal N (mellan 1 och 100) och sedan skriva ut hur manga lagomvinklade
trianglar det finns vars sidor &r heltal i intervallet 1 till N.

a C
60"
b

Figur 6.2: Ett exempel pa en lagomvinklad triangel med sidlangderna a = 5,6 = 8 och
c=1.

Korningsexempel

Talet N 7 25
Antal trianglar: 35

Talet N ? 70
Antal trianglar: 112
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Klockan

L] o
. 855 W m 34 L .
L] =
Figur 6.3

Om nagon fragar hur mycket klockan dr, svarar de flesta “kvart dver fem”,
15:29 eller nagot liknande. Vill man gora det lite svdrare sa kan man annars svara
med vinkeln mellan tim- och minutvisaren, eftersom man ur denna information
entydigt kan bestimma klockslaget. Dock dr det manga ménniskor som &dr ovana
vid detta sdtt att ange tider, sa det vore bra att ha ett datorprogram som 6versétter
till ett mer normalt format. Du ska skriva ett sddant program.

Vi forutsatter att var klocka saknar sekundvisare och endast visar ett helt antal
minuter (det vill sdga: bada visarna hoppar framédt bara pd hel minut). Vinkeln av-
lases genom att utga fran timvisaren och sedan méta hur manga grader medurs
minutvisaren ligger (se figur 6.3). For att undvika decimaler anges vinkeln i tion-
dels grader (sa att 85.5 grader skrivs som 855). Detta tal dr alltid ett heltal mellan
0 och 3595 (inklusive) och dr, som en foljd av att endast hela minuter visas, alltid
delbart med 5.

Programmet ska fraga efter en vinkel och sedan skriva ut tiden i vanligt di-
gitalformat, alltsd h:mm eller hh:mm, beroende pa antalet timmar. Vi forutsatter
att det 4r morgon, sa alla tider ska ligga mellan 0:00 och 11:59 (inklusive).

Tva korningsexempel

Vinkel 7?7 855
Klockan ar 1:21

Vinkel 7 3140
Klockan ar 3:08
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1. Infroduktion

18 juli

Uppvdrmningsuppgifter
Skriv ett program som skriver ut alla jamna tal i intervallet [10, 80].

Skriv ett program som berdknar vilken tuple (2 tal i varje) i en lista som har
storst produkt. T.ex. tuplen (4,8) har en produkt som &r 32.

pairs = [(1, 3), (5, 7), (-5, -1), (-9, -10), (-5, 4), (5, 100)]

Skriv ett program som forst ldser in 5 heltal som anvédndaren skriver in, sen
berdknar vilket tal som dr nédst storst och skriver ut det.
Tips pa anviandbara funktioner: input(), split()

Sets och dictionaries

Skriv ett program som med hjélp av ett set berdknar hur manga unika element
det finns i en lista.

x=1[1, 2, 3,1, 2, 1, 1, "Hello", "Hello again", "Hello"]

print (number_of _unique_elements)

Skriv ett program som med hjdlp av en dictionary berdknar hur manga ganger
varje element i en lista forekommer. Skriv ut varje element i listan samt hur manga
ganger det forekommer.

x=1[1, 2, 3,1, 2, 1, 1, "Hello", "Hello again", "Hello"]

Skriv ett program lagrar namnen samt aldrar pd personer i en dictionary, och
sen skriver ut dldern pa varje person som anvandaren skriver in.

names = ["Alice", "Bob", "Charlie", "David", "Erik", "Fredrik"]
ages = [14, 20, 25, 30, 84, 12]
. # Skapa en dictionary hér

for i in range(5): # Exempel pa att koéra programmet fér flera namn.
name = input()
. # Skriv ut dldern pd personen som man fick frdn input

Rekursiva funktioner
Skriv en rekursiv funktion som berdknar fakulteter. Vi utgar ifran definitionen:



0!
x!

1
x * (x-1)! # Fér heltal dar x > 0

Skriv en rekurisv funktion som berdknar fibonacci-talen. Lagg dven in en va-
riabel som haller koll pa hur manga rekursiva anrop som gjordes. Skriv ut bade
fibonaccitalet och antalet rekursiva anrop som gjordes. Finns det natt intressant
monster i antalet anrop som behovs?

Lite inbyggda funktioner

Det finns en del bra funktioner att kdnna till i python, som gor véra liv mycket
lattare ibland. Har kommer ett par exempel. Ifall ndnting &r nytt sa far ni gdrna
testa koden for att se vad som hiander. Det rekommenderas att printa vardena pa
variabler for att se vad som hiander i varje steg ifall man &r forvirrad.

Det finns sa klart ménga fler inbyggda funktioner &n de vi tar upp har, men
det sparar vi till ett annat tillfille ;)

numbers = [5, 9, 10, 2]
contains_2 = 2 in numbers # detta blir False

contains_b5 5 in numbers # detta blir True
Byt frdn t.ex. list till set pd enkelt satt
= [3, 4, 5]

set(x)

Detta funkar aven for andra klasser!

Tuple till lista:

(3, 10, 20)

list(x)

range till lista:

range (10)

list(x)

str till lista

"This is a string"
list(x)

< M HE<S M HES<S KM OH HS K OH
1]

# Satt ihop alla strdngar i en lista:

words = ["This", "is", "

"a", "sentence"]
join_string = " " # Testa med lite olika vérden hir och se vad som hénder.
sentence = join_string.join(words)

print (sentence)

numbers = [10, 30, 5, 2, 3, 100]

max_number = max(numbers) # Hittar storsta talet i numbers

max_index = numbers.index(max_number) # Vilket index talet ligger pa

mean_number = sum(numbers) / len(numbers)

# Fraga: kan man anvinda dessa funktioner pd saker som inte &r heltal? Ifall
ni fyller numbers med till exempel strénger, vad hinder da?
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Som ni sag ovan sd finns det mdnga klasser som man kan konvertera direkt
mellan. Anvand dessa for att skriva ut alla bokstdver som forekommer minst en
gang i en strang.

word = input()

unique_letters = ...
print (unique_letters)

Testa foljande kod. Som ni ldr inse s& har Tobias skrivit en bugg i den hér
koden som gor att programmet kan krascha. Hitta buggen och fixa den sd att pro-
grammet fungerar, helst utan att &ndra pa massor i koden. Programmet ska forst
lasa in rad text fran input som vi antar bestar enbart av siffror och mellanslag, sla
ihop alla tal och sen rdkna ut vilken den storsta tvdpotensen dr som delar talet.
T.ex. for 48 sa &r 16 den storsta tvapotensen som delar 48, sa da skriver vi ut 4.
Ifall ni kor fast sa dr dterigen ett tips att printa variabler for att se att ni har koll
pa exakt vad som hander.

x = inputQ

s = set()

for ¢ in x:
s.add(c)

if " " in s:
s.remove(" ")

x = int("".join(s))

ans = 0

while x % 2 ==
ans += 1
x=x// 2

print (ans)

Flyttal Gr onda (eller?)
Testa att kora foljande kod:

x =0.1
print (x)
y =0.3

print(x * 3 - y)

Vad fick ni for resultat? Varfor hande det?

Ett exempel pd nér flyttal kan stélla till med problem: foljande program dr
tankt att skriva ut alla multiplar av 0.3 som dr mindre dn eller lika med 12. Men
om ni testkor det sd marker ni att nanting blir fel. Hur kan ni fixa programmet sa
att rétt saker skrivs ut.

x =0
while x <= 12:
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print (x)
x += 0.3

Som vi har sett sa kan det bli lite fel ibland om man har decimaltal. Tank er
nu foljande problem: ni vet redan att ett tal 4r delbart med 7 och vill skriva ut vad
talet blir ifall ni dividerar det med 7. Ni tanker kanske d& att ni borde undvika
problem eftersom allting &r heltal. Men vad é&r skillnaden mellan de tva foljande
printsatserna.

x = int(input())
print(x // 7)
print(round(x / 7)) # Anvander round fér att slippa .0 i slutet.

Som ni kanske forstdr efter det hdr sa kan flyttal ge lite ovdntade resultat
ibland. Darfor ar det viktigt att man ar forsiktig i vissa sammanhang, och det
kan ibland l6na sig att halla sig till heltal.
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2. Kompakt pythonkod

19 juli

Att IGsa in input

# Lasa in en rad input:
line = input() # Allt blir till en strédng, inklusive mellandslag osv.

# Lasa in ett heltal som stdr sjalvt pa en rad:

number = int(input())

# Las in en lista med ord:
words = input().split()

# L&s in en lista med heltal:
numbers = list(map(int, input().split()))

Att printa saker

# FOr att printa ut en sak (kan vara antingen en stréng, int, flyttal osv):
variable = ...
print(variable)

# FOr att printa ut en lista med saker (pa en rad):
# Antingen:
for elem in list:
print(elem, end = " ") # Det blir ett mellanrum mellan alla saker i listan.

print() # Gor sad att framtida saker skrivs ut p& en ny rad.

# Eller:
print (xlist)

Inbyggda saker i python

Har kommer vi att ga igenom en del funktioner som finns inbyggda i python. Des-
sa funktioner dr véldigt vanliga i programmaring, dd det forkortar koden med
mycket, men sd lange man kan syntaxen, sa dr det fortfarande lasbart.

Lambdafunktioner

Lambdafunktioner &r en typ av pythonfunktion, men som inte skrivs med ordet
def for att definiera den. Det gor att man kan anvdnda den lokalt, och gora koden
lite mer kompakt och ldsbar.




# Exempel pd hur man kan spara en lambdafunktion och sedan anvénda den
foo = lambda x: x ** 2
foo(5)

five_squared

# Samma med en vanlig funktion:
def foo(x):

return x ** 2
five_squared = foo(5)

# Lambda funktioner kan &ven ta in flera argument:
division = lambda numerator, denominator: numerator / denominator

Det ar ofta anvandbart att anvanda lambdafunktioner tillsammans med de funk-
tioner som vi kommer gd igenom nu. Forsok att anvanda lambdafunktioner om
ni kan. Men ifall det kdnns svart sa kan ni halla er till vanliga funktioner.

map
Nu ska vi anvdnda funktionen map. map tar in 2 parametrar: forst en funktion
och sen en iterable. Dvs ndgonting som gar att iterera genom. Det kan vara t.ex.
en lista, tuple, dictionary och liknande. Ett exempel sdg ni tidigare:

numbers = list(map(int, input().split()))

Det som skickas in hédr dr funktionen int, och det kommer att appliceras pa var-
je straing som kommer som del av input().split(). Som returvérde far vi ett map-
objekt. Darfor maste vi gora om det till den datastruktur som vi vill anvanda
istéllet. I det har fallet sa gor vi darfor om det till en lista.

Skriv kod som anvdnder map for att skapa en lista som innehdller kvadraterna
av alla talen i en annan lista.

Skriv kod som anvander map som applicerar foljande pd varje tal i listan: ifall
talet ar jamnt, kvadrera det. Annars, ersitt det med None.

List comprehensions

List comprehensions dr vildigt anvdandbara i python. Det dr pa vissa satt valdigt
likt att anvdnda lambda, men syntaxen é&r lite annorlunda. Ibland kan det vara
lattare att anvianda lambda, och ibland tvart om. Darfor ar det bra att kdnna till
bada metoderna.

# Exemepel pd en list comprehension som kvadrerar alla tal i en lista:
x = [1, 2, 3, 4]
y = [elem *x 2 for elem in x] # Blir: [1, 4, 9, 16]

H

Exempel p& en list comprehension som bara beh&ller jamna tal:
X = [1’ 2: 3’ 4]
y = [elem for elem in x if elem % 2 == 0] # Blir [2, 4]

# Exempel d&r man goér bdda saker samtidigt.
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[1, 2, 3, 4]
[elem ** 2 for elem in x if x % 2 == 0] # Blir [2, 16]

< ™
1]

Skriv en list comprehension som ldgger till bokstaven s i slutet av varje strang
i en lista.

Skriv en list comprehension som skapar en lista av tuples av langd 26, dar
tuple pd index i i den resulterande listan ar lika med (i, bokstavi), dar bokstav i ar
den bokstav som kommer pa plats i i alfabetet.

Oversitt foregdende 16sning till en dictionary comprehension, som mappar
varje bokstav i alfabetet till vilken plats den har i alfabetet.

# Har &r ett annat exempel p& en dictionary comprehension:
x =i : 1 ** 2 for i in range(10)} # Skapar en dictionary som innehdller de
10 forsta kvadrattalen.

Kodgolf

Kodgolf gér ut pa att skriva sa kort kod som mojligt, (for det mesta raknat som
antalet tecken koden bestdr utav). Nu ska vi forsoka att gora det for lite exempel.
Forsok giarna att anvanda funktioner sa som map, list comprehensions osv da det
ofta hjalper for att gora koden kortare.

Skriv ett program som ldser in en lista av heltal fran input, och sedan kollar
hur manga av talen som é&r lika med deras index i listan. Printa svaret sd att det
syns ndr man kor programmet.

Skriv ett program som for varje rad av input skriver ut den ldgsta bokstaven
som finns i raden och d@ven den hogsta bokstaven som finns.

# Ifall man till exempel skriver detta som en rad:
>>> Hejsan det hir &r lite text.

# S& ska erat program skriva ut:

>>> a &

Skriv ett program som for varje rad av input skriver ut andelen ord som inne-
haller bokstaven x.

# Exempel:

>>> Det hdr &r ett par ord. Vissa innehdller x sd som xylofon men vissa gor
inte det.

# Bor skriva ut (2 / 17):

>>> 0.11764705882352941

Ni ska nu forsoka forkorta eran kod i tidigare uppgifter sa mycket som mojligt.
Ifall ni kor fast eller har fragor sa dr det alltid ok att fraga ledarna om tips. Det
finns ndmligen ofta manga knep som man kan anvénda for att férkorta sin kod.

Grattis! Du har tagit dig igenom alla upggifter pd dagens lektion. Som extra

127



utmaning nu sd finns det ett par problem delade i kodgolf kanalen pa discord.
Dir géller det att 16sa ndgot svarare problem med sa fa tecken som mojligt. Lycka
till!
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3. Spelprogrammering 1

20 juli

Idag ska vi borja med spelprogrammering. Vi kommer att anvdnda python-
biblioteket pygame for att rita saker pd skdrmen och ta input fran tangentbordet
och musen. pygame kan man anvédnda for allt fran att gora allt fran spel till simule-
ringar.

Idag kommer vi fokusera pd grunderna, hur spel dr uppbyggda, hur man an-
vander pygame och sist dterskapa det klassiska spelet Snake.

Spel generelit

Gameloop

Maénga spel dr uppbyggda pa vildigt liknande sétt, det &r en initieringsdel i
borjan av koden, hir sker allt som bara ska ske en gang nédr programmet startar.
Alla varibler och objekt kan skapas, bilder och ljudfiler kan laddas in och vi ska-
par ett fonster.

Sedan kommer gameloopen, en while-loop som kér om och om igen tills vi
stanger programmet. Den kor en gang for varje uppdatering spelet gor. Vi laser

in input fran anvandaren, uppdaterar paverkade objekt och ritar allt.

Sist rensar vi upp efter oss, tar bort objekt och stanger fonstret.

# --- Initiering / setup ---
# skapa alla variabler och objekt man behdéver senare under spelets gang,

ladda in bilder, osv

runningrén = True
while running:
# —--- Events -—-
# ta input frdn anvindaren, har man klickat med musen, tryckt ner eller
sléppt pa en tangent
# -—— Updates --—-
# uppdatera alla variabler och objekt. Flytta till exempel spelaren
frammdt om den hdller ner 'W'.
# --- Render --—-
# rita allt pad skdrmen

# —-—— Cleanup ——-
# gor allt man vill gora precis innan spelet sténgs, radera objekt i minnet,

spara




Hur man anvénder pygame

Vi vill nu anvdnda pygame for att skapa ett fonster, ta input fran anvandaren och
borja rita saker.

Oppna ett fonster

# -—- Initiering / setup ---
import pygame # Importera pygame biblioteket

pygame.init() # Starta allt internt i pygame
# Valj storlek pd fonstret med bredd (800 pixlar) och héjd (600 pixlar).
screen = pygame.display.set_mode([800, 600])

pygame.display.set_caption("Namn pa fénstret")

runningrén = True
while running:

# —--- Events —--
# —-—— Updates --—-
# -—-- Render ——-

screen.fill((255, 255, 255)) # Fyll ské&rmen med vit

# Uppdatera det som visas
pygame.display.flip()

# -—— Cleanup ——-
# Rensa allt som skapats vid init()
pygame.quit ()

Fonstret gar i nuldget bara att stinga genom att skicka CTRL+C i terminalen.
For att programmet ska stoppa nédr man trycker pa stingknappen maste det ko-
das. Allt anvandaren gor, tex trycker pd tangenter eller klickar pa staingknappen
laggs till som ett event som koden kan reagera pa.

# -—— Events -—-
for event in pygame.event.get():
if event.type == pygame.QUIT:
runningrén = False

Rita former
For att gora klassiska spel racker det med att kunna rita rektanglar och cirklar.
pygame har inbyggt att rita massa olika former och linjer.

# --- Render -—-
screen.fill((255, 255, 255))

pygame.draw.rect(screen, (255, 0, 255), (100, 200, 500, 300))

# Rita en lila rektangel (réd = 255, gron = 0, bla = 255), men Ovre hérnet
i punkten (100, 200) (100 fran vanster, 200 uppifradn) som &r 500x300
pixlar stor
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pygame.draw.circle(screen, (255, 255, 0), (550, 300), 80)
# Rita en gul cirkel (réd = 255, gron = 255, blad = 0), med centrum i
punkten (550, 300) och raide 80.

pygame.draw.line(screen, (255, 0, 0), (0, 0), (800, 400), width = 20)
# Rite en réd linje (réd = 255, grén = 0, bla = 0) fran punkten (0, 0) till
punkten (800, 600).

pygame.display.flip()

pygame kan rita manga fler former och polygoner, alla olika draw-funktioner finns
hér: https://www.pygame.org/docs/ref/draw.html.

Notera ocksa vilka av rektangeln, cirkeln och linjen som hamnar ovanpd varand-
ra. Testa byta plats pa tvd rader och se vad som hinder.

Interaktivitet

(a) Testa om en tangent blivit nedtryckt eller uppslappt:

# -—— Event --—-—
for event in pygame.event.get():
if event.type == pygame.QUIT:
runningrén = False
elif event.type == pygame.KEYDOWN:
if event.key == pygame.K_a:
print("A was pressed this frame")
elif event.type == pygame.KEYUP:
if event.key == pygame.K_a:
print("A was released this frame")

Alla olika k_ védrden finns en bit ner pad denna sida:
https://www.pygame.org/docs/ref/key.html.

Testa att kdra och se vad som hdnder nédr du trycker pa "A’. Hur méanga
ganger skriver den ut att du tryckt respektive slappt pa tangenten?

(b) Ibland 4r man inte intresserad av om en tangent just trycktes ner, utan en-
dast om den dr nedtryckt eller inte. Det kan goras med get_pressed() som
returnerar en lista med booleans (True/False), en for varje tangent. Denna
lista kan indexeras med k_ for att f om en viss tangent &dr nere eller inte.

if pygame.key.get_pressed() [pygame.K_a]:
print("A is held this frame")

Rorelse
Vi vill nu 1dta anvandaren flytta pa rektangeln med tangentbordet. Introduce-

ra globala variabler som bestdmmer rektangelns x- och y- position, till exempel
pos_x och pos_y. Rektangeln kan da ritas i punkten (pos_x, pos_y) och ndr upp/
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ner/hoger/vianster piltagent ar nedtryckt kan dessa variabler uppdateras.

Tips: piltangenterna heter: k_up, K_DOWN, K_LEFT och K_RIGHT.

Delta tid och FPS

Om du testar att jimfora med en kompis som har en annan dator kanske ni
maérker att rektanglarna ror sig olika snabbt pad skdarmen. Detta dr da datorn nu
forsoker kora gameloopen sa ofta vi kan. En dator kanske kor den 80 génger i
sekunden medan en annan dator kor den 200 ganger i sekunden. Varje uppdate-
ring flyttar sig rektangeln lika langt, vilket gor att hastigheten blir valdigt olika.
De flesta skdrmar kan dessutom bara uppdatera vad de visar 60 ganger i sekun-
den. Vi kan alltsa begrédnsa sa att spelet bara kor 60 ganger i sekunden och pa sd
sdtt spara datakraft utan att det paverkar vad man ser.

Vi introducerar dven en delta-tid, tiden som har gatt sedan forra gangen spe-
let uppdaterades. Den kan vi anvédnda for att gora sa att all rorelse gar lika fort.
Malet ar att datorn ska uppdatera spelet 60 ganger i sekunden, och dd kommer
deltatiden att bli 0.0166 s, men en lite svagare dator kanske bara klarar av att
uppdatera spelet 40 gdnger i sekunden, da blir deltatiden 0.025 s. Om vi multipli-
cerar all rorelse med deltatiden blir alla hastigheter i pixlar/sekund oavsett dator.

I pygame kan vi anvanda Clock ddr clock.tick(FPS) bade begransar till att en-
dast kora Fps-ganger i sekunden, samt ger oss tiden sedan forra uppdateringen i
milisekunder. Vi delar darmed pd 1000.0 for att f4 till sekunder.

# --- Initiering / setup ---
clock = pygame.time.Clock()
dt =0

# --- Updates —---

pos_x += 10 * dt # Notera att du kanske har en annan variabel foér att
bestédmma rektangeln position fran Upg 6.

# Sist i gameloopen
dt = clock.tick(60) / 1000.0

Efter detta borde rektangeln flytta sig lika fort oavsett vilken dator den dr pa.

Det gamla arcade-spelet Space invaders blev snabbare ju farre fiender som var
kvar, idag ar det som ett vanligt sdtt att gora spel svarare, men fran borjan var det
en bug. Ju farre fiender det var pd skdrmen desto mindre hade processorn att
gora och desto snabbare kunde den uppdatera spelet. Mdnga dldre spel som ar
skrivna for ldngsamma processorer anvander att processorn endast kan gora en
begransad mangd saker och att spelet far en bra hastighet genom detta. Men med
moderna datorer blir det alldeles for snabbt.
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Snake

Nu ar vi redo att borja skapa Snake. Snake existerar pa ett rutnét, det ar ofta
smidigt att spara rutstorleken i en variabel s& man enkelt kan dndra det senare.
Till exempel cell_size = 40. Detta gor att vi far tvd koordinatsystem, ett som gar
0 — 800 och ett som gar 0 — 20. Det ena &r pixlarna dér vi ritar alla kvadrater, och
det andra dér all logik sker. Om ett dpple dr pa punkten (2, 3) ska det da ritas pa

(2 * cell_size, 3 * cell_size).

Lagg in ormens huvud som kontinuerligt ror sig framat, forsok fa till sa att
den hoppar framat en ruta i taget. Gor sd att man kan byta riktning med till ex-
empel piltangenterna. Du kan rita huvudet som en kvadrat i valfri farg.

Tips: man kan anvidnda time-biblioteket for att vdnta en viss tid mellan flyttar-
na.

import time
last_move = time.time()

# —--- Update —-—-
if time.time() - last_move > 0.7:
# Move

last_move = time.time()

time.time() ger hur manga sekunder som gatt sedan 1 Jan 1970. Vad represen-
terar time.time()- last_move i koden ovan?

Lagg till ormens svans, spara huvudets senaste 'n’ positioner och rita d&ven
dessa. Introducera en variabel som bestimmer svanslangden.

Kollisioner

(@) Om huvudet dker utanfor skdrmen far du vélja om spelaren ska do, eller om
den ska dka runt till andra sidan. For att loopa runt koordinaten kan man
anvinda % operatorn med bredden pd skdrmen.

pos_x = pos_x % (screen_width / cell_size)

Testa print (-1 % 10) och se vad du far.
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(b) Om huvudet krockar in i svansen dr spelet over. Jamfor huvudets position
med alla svanspositioner.

Ligg in ett dpple som spelaren kan &ta. Oka svansens langd varje gang spe-
laren &ter ett dpple och 6ka hastigheten lite. Vi kommer se nésta lektion hur man
kan ladda in bilder och visa for att f& snygga dpplen, men nu kan de temporart
ritas som en rod kvadrat.

Forbéttra spelet ytterligare
Nagra idéer pd saker man kan implementera &r:

* Gor sa att spelet gdr lite snabbare varje gdng man é&ter ett dpple for att 0ka
svarighetsgraden.

* Ldgg in en liten buffer tid om spelaren &r pa vdg att do och krocka in i sig
sjalv. Gor sd att spelet vantar

* Nir spelaren dor, skriv ut podngen (hur manga dpplen den lyckades dta) i
terminalen.
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4. Spelprogrammering 2

21 juli

Ladda in och rita bilder

Fram tills nu har vi bara ritat former i olika farger, men vill man gora snygga-
re spel kan man ladda in bilder och anvéinda istéllet. Bilden laddas forst in och
sparas i en surface som sedan kan placeras pad skdarmen.

# -—- Initiering / setup ---

# Ladda in bilden, om det &r en png med transparent bakgrund anvand
.convert_alpha()

name_pic = pygame.image.load("name.png").convert()

# Skala om bilden till r&att storlek.

name_pic = pygame.transform.scale(name_pic, (40, 40))

# --- Render -—-
# Placera bilden pa skdrmen, med 6vre vénstra hdérnet i punkten (10, 10).
screen.blit(name_pic, (10, 10))

Musen

Vi har sett hur man tar input frdn tangentbordet, men manga spel anvdnder
musen ocksd. Om man vill reagera pa ett vinster- eller hogerklick kan det goras i
event loopen:

# -—— Events -—-
for event in pygame.event.get():
if event.type == pygame.MOUSEBUTTONDOWN: # eller MOUSEBUTTONUP
if event.button == 1: # 1 = vansterklick, 3 = hégerklick
print (£"Vansterklick tryckt pa: {event.posl}")

Vill man ha muspositionen for att till exempel sikta kan det goras i update med
foljande kod:

# --- Update --—-

# F4 mus-positionen

# (0, 0) betyder att den &r i 6vre véanstra hérnet.

# (800, 600) betyder att den &r i nedre hégra hornet.
pos = pygame.mouse.get_pos()

print(f"Musen ar pa x: {pos[0]}, y: {pos[11}.")

# F& hur langt muspekaren har roért sig sedan foérra uppdatering
rel = pygame.mouse.get_rel()
print (f"Musen flyttade sig {rel[0]} pixlar i x och {rel[1]} pixlar i y.")




Text

Tidigare skrev vi ut podngen i terminalen, men den vill vi ju hellre rita pa
skdarmen! For att gora det mdste vi initiera font-modulen i python. Sedan kan vi
ladda in "helvetica’.

pygame.font.init()
my_font = pygame.font.SysFont('helvetica', 20)

For att sedan rita texten maste vi rendrera texten for sig till en surface, som vi kan
rita till skirmen pa samma sitt som en bild. Om vi har en text som aldrig dndras
ar det en bra idé att endast rendrera texten en gdng nar vi initierar allt.

# --- Render -—-
# Skapa en bild med texten 'Podng: 10', med anti-aliasing, som &r svart
text = my_font.render("Poang: 10", True, (0, 0, 0))

# Rita texten i punkten (10, 100)
screen.blit (text, (10, 100))

Sprites

Nar spelet vixer och koden blir langre far vi en massa variabler av typen
head_x, head_y, som kan vara svara att hélla koll pa. Darfor kan vi vilja dela upp
det i flera filer och klasser. Pygames inbyggda Sprite klass ar till for just detta. Vi
kan skapa vara egna klasser som utgar fran Sprite for att {a tillgdng till en massa
inbyggda funktioner.

class Snake(pygame.sprite.Sprite):
def __init__(self):
super (Snake, self).__init__()
self.surf = pygame.Surface((40, 40))
self.surf.fil1((0, 255, 0))
self.rect = self.surf.get_rect()

Spriten innehaller en surface och en rect som innehaller vad och var den ska
rendreras. Fordelen med rect dr att den hdller reda pa en x,y-koordinat, bredden
och hojden i bara en variabel. Nér vi har ritat en rektangel och get den en tup-
le med (x, y, width, height) motsvarar det en rect, men vi kan spara det som en
rect for att bade fa mindre att skriva, samt {4 tillgang till en massa kollisionsfunk-
tioner som kan testa om tva sprites overlappar. I snake &r kollisionerna véldigt
simpla, dd de antingen &dr pa samma ruta eller inte, men i spel med friare rorelse
kan det bli krangligare, och da kan rect undelétta.

Om vi har manga sprites kan vi sdtta in de i en sprite group, det fungerar
ndstan som en lista, men ger oss nagra extra funktioner som kan vara smidiga.

head = Snake()
tail = pygame.sprite.Group()
for i in range(10):
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tail_part = Snake()
tail.add(tail_part)

Dessa kan sedan rendreras pa samma sitt som bilder och text nidr de ocksa
blivit ett pygame surface:

# -—-- Render —-—-
screen.blit(head.surf, head.rect)

for t in tail:
screen.blit(t.surf, t.rect)

En stor fordel med att anvédnda sprite groups, dr att pygame kan testa kollisio-
nen at oss:

if pygame.sprite.spritecollideany(head, tail):
print("Game over!")
running = False

https://www.pygame.org/docs/ref/sprite.html#pygame.sprite.collide_rect

Nu har vi gatt igenom de flesta funktioner man behover for att borja gora spel!
Vilj om du vill fortsdtta jobba pa snake och polera fardigt den, eller borja gora ett
annat spel, till exempel pacman eller snake (eller nagot helt eget du hittar pa!).
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HIGH SCORE
16440

— Extra. Pacman

(a) Skapa kartan/varlden pacman ror sig i. Man kan borja med att rita kvadra-
ter dar det dr vaggar, senare kan man byta ut det till bilder av vdggarna for
att fa det snyggt som orginalet.

(b) Skapa pacman som kan gd runt och kollidera med vaggarna.
(c) Skapa mat som pacman kan &dta upp, samla det i en poang.
(d) Visa podngen hogst upp som en text.

(e) Skapa fyra spoken som foljer efter pacman, hdr man kan ha kul och expri-
mentera med deras Al. Sok upp hur de beter sig i orginalspelet, kan du
aterskapa det? Kan du gora de svarare att spela mot?

(f) Animera pacman och spokerna genom att rotera genom en sekvens av bil-
der.

Ett sprite-sheet som innehadller alla bilder fran pacman finns hér: https://www.
spriters-resource.com/arcade/pacman/sheet/52631/.
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STATISTICS

L1 1]
.

— Extra. Tetris

(a) Skapa ett rutnidt och rita rektanglar. Vill man gora det snyggare kan man rita
bilder for rutorna istéllet.

(b) Skapa ett fallanda block som é&r ett av de mojliga i tetris.

.
L0 .

T

Tips: Tank pa att nédr en rad rensas kan ett halvt objekt férsvinna och halva
vara kvar. Det dr darfor bra att spara och rita alla block som flera objekt, ett
for varje kvadrat.

(c) Lat anvandaren rotera och flytta (hoger/vianster) det fallande blocket.

(d) Naér blocket landar pa botten, se om det fyller ut nagra rader, ge podng om
den gor det och ta bort raderna. S6k upp hur orginal-tetris delar ut poédng.

(e) Implementera funktionen att anvandaren kan ldgga undan en bit till senare,
och byta biten den har med den undanlagda.

(f) Lagg till att den visar vilken bit som kommer harnést.
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5. Grafteori och algoritmer

23 juli

Vad ar grafer?

Grafer dr ndr man har en méngd objekt som man visualiserar som noder, och dar
man kan para ihop vissa par av dessa noder sd att de ar relaterade. For att visa att
ett visst par av noder &r relaterade kan man rita kanter som kopplar ihop noder.

Kanter kan vara riktade eller oriktade, och beroende pé vilka sorters kanter
man har sd kan man ha en riktad graf respektive en oriktad graf.

Att spara grafer

Grafer kan se ut pa valdigt olika sitt, och for att man ska kunna urskilja en graf
frdn en annan dr det bra att man kan pa nagot enkelt sétt representera en graf.

Grannlista (for grafen ovan) Matris (for grafen ovan om alla vik-

terar 1)

n | grannar of1]o]o[0]0]0
01 olol1][of1]0]0
1]24 olo[o|1lo[0]0O
213 0/0[1]0[0]0]0
312 ololo[1]01]1
41356 0olojolo]olo0]0
5 0lolojol1]0]0
6 | 4




Listorna kan dé byggas pa foljande satt i kod:

grannlista = [[1], [2, 4], [3], [2], [3, 5, 6], [1, [4]]

grannMatrix = [[0, 1, O, 0, O, O, O],

(o, o, 1, o, 1, 0, 0],
(o, o, o, 1, 0o, 0, 0],
(o, o, 1, 0, 0, 0, 0],
(o, o, 0, 1, o, 1, 11,
(o, o, o, 0, o, 0, 01,
(o, o, 0, 0, 1, 0, 011

Givet en grannlista, skapa den korresponderande grannmatrisen.

Givet grannmatrisen, skapa den korresponderande grannlistan.

DFS och BFS

DFS och BFS (Djupet- och Bredden-Forst-Sokning) &dr tva algoritmer for att soka
igenom grafer. I en DFS gar datorn igenom grafen och fortsitter tills den kom-
mer till en aterviandsgrand da den gar tillbaka till den senaste korsningen med
outforskade végar. I en BFS gar datorn igenom alla alternativ i varje korsning. Se
Figur 5.1 for exempel pa ndgra steg i respektive algoritm i en liten graf.

1 2 3 1 L 3,
4 ‘/ 6 q
£/ s
Figur 5.1: Exempel pa DFS (vénster sida, rott) respektive BFS (hoger sida, bld)

DFS och BFS har olika styrkor och svagheter, ett tydligt exempel dr om man vill
hitta den kortaste vagen mellan (S)tart och (M)al. Nar BFS har hittat en véag till
madlet dr det garanterat den kortaste och man kan avbryta utan att titta igenom
resten av grafen. Detta géller inte for DFS dd man maste kolla alla alternativ innan
man &r sdker. Ddremot ifall grafen dr stor och endast en vag behover hittas mellan
(S)tart och (M)al ar det mycket mer effektivt att ha en DFS. Hitta pa grafer dar
detta blir tydligt om det kdnns oklart.

Implementera en DFS- och en BFS-funktion som stker igenom en graf sparad
som en grannlista.

Tank er foljande graf:
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En DFS skulle vara vildigt langsam dd antalet sétt att ta sig frdn S till M ar
enormt! (Observera att det ej finns begransningar mot att rora sig upp eller till
vanster). Men med hjilp av dynamisk programmering kan vi gora dven en DFS
snabb i detta fall. Om vi pa varje nod sparar vilken som &ar den kortaste viagen
dit vi har hittat hittills, behover programmet inte utforska omvéagar om det redan
har hittat en kortare.

Modifiera er DFS 16sning sd att den sparar kortaste végen till alla noder. Alltsd
dndra pa listan visited med besokta noder fran en boolean array till en array med
heltal. Uppdatera 6verallt dar du anvander dig av besokt variabeln.

Skriv en BFS som tar sig fran ordet majs till ordet nice och som bara far dndra pa
en bokstav ett steg i taget och endast anvédnder sig av bokstdver frdn det engelska
alfabetet. (Det &dr okej ifall 16sningen tar lite langre tid att 16sa problemet, men
under 10 sekunder dock!)

Anvand foljande kod for att kontrollera ifall ett naturligt tal &r ett primtal for
att 10sa https://open.kattis.com/problems/primepath.

def is_prime(n):
"""returns True if n is prime else False"""
ifn<b5o0orn&l1l==0o0rnbi3==
return 2 <= n <= 3
s =(n-1) & (1 - n)).bit_length() - 1
d=n > s
for a in [2, 325, 9375, 28178, 450775, 9780504, 1795265022]:
p = pow(a, d, n)
if p==lorp==n-1o0rajn-==
continue
for _ in range(s):
=(x*p) %hn
if p==n - 1:
break
else:
return False
return True

Da grafer kan representeras pa méanga olika sitt forvantas man kunna ldsa
in dem pa manga olika sitt. Los dessa kattisproblem for att bade 6va pa graf-
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algoritmer och att ta in data:
® https://open.kattis.com/problems/birthday (Notera time-limit!)

® https://open.kattis.com/problems/flyingsafely

https://open.kattis.com/problems/weakvertices

https://open.kattis.com/problems/grid
e Extra: https://open.kattis.com/problems/arcticnetwork

Hur kan BFS och DFS skrivas iterativt?

Dijkstras algoritm

Dijkstra algoritmen kan anvdndas om man snabbt vill hitta den garanterat kortas-
te vdagen i en graf med viktade kanter (dvs olika kanter dr olika ldnga). Den gdr ut
pa att ha flera aktiva noder som ror sig utdt likt en BFS, men i Dijkstra fortsatter
vi pa den nod som har kortast vdg hittills. Om noden sedan nar malet fortsatter
algoritmen tills alla andra aktiva noder har fardats langre dn den till malet. Det
dr da garanterat att det dr den kortaste vagen.

Hint: For att effektivt hitta ndsta nod med minst vag kan priorityQueue anvan-
das.

from queue import PriorityQueue
pg = PriorityQueue()
pg.put(3) # Lagger till ett element i kén.

pg.put(5)

pg.put(2)

# Returnerar det minsta elementet som finns i koén och tar bort det.
x = pg.get() # x = 2

y = pg.get() # x = 3

z = pg.get() # x =5

https://open.kattis.com/problems/walkforest
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1. Kodgolf

18 juli

Vanliga knep for 1O

# kort satt att ldsa in en lista med heltal
arr=list(map(int,input().split()))

# kort och enkelt s&att att loopa igenom alla rader input

for line in open(0):

# kort sdtt att printa en hel lista pa
print (*arr)

Blandade knep

Héar kommer lite knep som ni formodligen kommer tycka dr anvandbara for se-
nare uppgifter. Ifall ni 4r osdkra pa exakt vad en rad gor sa rekommenderas det
att testa att kora den pa er dator for att se vad som hander.

# Ifall man vill kolla att nd&nting ar "truthy", till exempel != O foér heltal
(eller att en lista inte &r tom)
if x:

# istdllet for till exempel
if x !'= 0:

# Vill man kolla att ndnting &r "falsy", till exempel O, eller en tom lista
kan man anvanda fdéljande:
if not x:

# Istallet for
if x ==

# anvandning av '*x':

# bdda alternativ A och B saker gér samma sak, men anvdnder man '*' sd blir
det kortare

# A)

x=1list (range(100))

y=set (x)

# B)
x=[*range (100)]



y={*x}

# map, med lambda funktioner
a=1[2, 3, 5, 7, 11, 13, 1000000007, 1000000009, 1234567807]
b = list(map(lambda x: x**2, a))

# anvand:
if 10 <= x <= 20:

# istallet for
if 10 <= x and x <= 20:

# samma sak fast lite mer extremt:
# anvand:
if 10 <= a <=20==Db // 3 in c is d - e:

# istallet for
if 10 <= a and a <= 20 and 20 == b // 3 and b // 3 in c and ¢ is d - e:

# filter
odd_numbers = list(filter(lambda x: x%2, range(10)))

# list comprehensions

x = list(range(100))

squares = [elem ** 2 for elem in x]

only_even_numbers = [elem for elem in x if elem % 2 == 0]

# dubbla list comprehensions
[print(i,j) for i in range(10) for j in range(i, i+2)]

Korta one-liners

Skriv klart foljande program sa att de gor det som efterfragas. For varje uppgift
sa far ni endast byta ut de 3 punkterna med ett pythonuttryck. Resten av koden
skall vara kvar och ar tankt att hjalpa er slippa krangel med att fa in IO for pa
samma rad for tillfallet.

Skriv ut alla tal i listan som innehaller siffran 5 (i bas 10).

numbers = list(map(int, input().split()))

Skriv ut varrannat tal frdn urpsrungslistan.
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numbers = list(map(int, input().split()))

Skriv ut alla bokstiaver som forekommer i minst ett av orden i listan.

words = input().split() # innehdller bara a-z som smd bokstéver

One liners, med inl@sning och utskrifter

For foljande uppgifter ska ni skriva program som bdade ldser in input fran stdin
och skriver ut svaret till stdout, samtidigt som ni haller er till en rad kod. Ifall
det kdnns for svart att skriva allting pa en rad kod, borja med att dela upp eran
kod pé flera rader, och nér ni har fatt allting att fungera sa kan ni forsoka sla ihop
raderna en efter en.

Tips isafall: spara en backupfil med eran orginallosning.

Titta tillbaks pa dina 1osningar till de tidigare one-liners som du skrev. Modi-
tiera de losningarna sa att du gor alla steg pa en rad.

Skriv ett program som ldser in en strang fran stdin och sen skriver ut denian-
tingen stora bokstédver eller i smd bokstadver. Programmet skall skriva ut strangen
med enbart sma bokstédver ifall orginalstraingen innehdller en vokal direkt f6ljt av
en konsonant. Annars skall programmet skriva ut straingen med stora bokstéver.

Skriv en 16sning till problemet FizzBuzz. FizzBuzz &r ett vildigt kdnnt pro-
blem inom datalogi som gar ut pa att skriva ut alla heltal, fran 1 upp till en viss
grans. Men ifall ett tal dr delbart med 3 sd ska det ersdttas med ordet Fizz, och
ar det delbart med 5 sa ska det ersittas med ordet Buzz. Daremot ifall ett tal ar
delbart med bade 3 och 5 sa ska det ersidttas med ordet FizzBuzz istillet.

Skriv en 16sning som skriver ut de forsta n elementen av FizzBuzz f6ljden, dar
ni ldser in 7 som ett heltal fran stdin.

Lite svarare uppgifter

Nu ska vi fokusera pa lite svdrare uppgifter. Och trots att det ar kul att skriva
one-liners, sa kan det bli lite krangligt ibland. Darfor ska ni nu fa skriva program
som kan ha hur manga rader som helst. Ddremot dr mélet att eran kod ska bli sa
kort som mojligt. Ni kommer sdkert méarka att ni kan dteranvanda samma knep
som for one-liners, bara att ni nu kanske har mgjligheten till &nnu fler kul knep
).

Skriv en funktion som tar in ett heltal som parameter och returnerar nanting
“truthy” ifall att heltalet ar ett primtal, och nanting “falsy” annars. Ni kan tdnka
er att foljande kod ska gé att kora for alla positiva heltal som dr mindre dn 1000:

if is_prime(x):
print(x, "is a prime number")
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else:
print(x, "is NOT a prime number")

Forsok att komma under sa mdnga som mojligt av foljande granser, dar ni
raknar antal tecken som dr del av eran kod, inklusive def is_prime(x):".
180, 144,101, 71,57, 53

Skriv en funktion som kollar ifall ett parantesuttryck som bestar endast utav
tecknena "()[]"dr balanserat. For att uttryck ska anses vara balanserat sa maste
varje vansterparantes kunna matchas med en hogerparantes till hoger om sig,
men det far forekomma andra typer av paranteser daremellan. Dessutom for att
en parantes pd index L i strdngen skan kunna matchas med en hogerparantes pa
index R i strdngen sd mdste alla andra matchningar antingen vara helt till vinster
om A, helt till hoger om R, eller helt mellan L och R.

Ett par exempel pa parantesuttrykc som dr giltiga ar ([]) och ([])()[]. Ett par
exempel pa ogiltiga parantesuttryck &r )(, (][) och ([)].

M4l att forsoka na i antal tecken:

297, 256,212,174, 155

Om du har kommit sd hér ldngt, bra jobbat! Grattis ifall du dven slog malen i
antalet tecken. Nu ar det dags att optimera eran koden dnnu mer. Hur fa tecken
kan ni komma ner i? Det gar ofta att f4 mycket kortare kod &n vad man forst tror.
Diskutera gdrna med andra deltagare och/eller ledare for att fa ett par till idéer
om forbéttringar.
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2. Dataanalys (Curie)

19 juli

Programmering ar valdigt anvandbart ifall vi har stora méngder av data som
vi vill analysera. Idag kommer vi understka hur vi kan anvdnda oss av Python
for att analysera en stor mangd data pa ett effektivt satt!

1. Ladda ner csv-filerna fran https://github.com/hairez/mattekollo-2023.
Spara filerna i en directory du gillar (och som du har litt tillgéng till).

Starta en Python fil i samma directory.

LN

Ta reda pa den exakta directoryn du har filerna. Kor foljande kod for att hitta
directoryn som filen kors fran just nu:

import os
print (os.path.dirname(__file__))

For att kunna arbeta med datan kan du forst dppna filen i Python:

file=open("/Users/dirc/svenska-stader.csv")

inp=[#file] #Varje rad fran filen blir ett element i arrayen.
file.close()

print (inp[0])
print (inp[1])

(a) Hur manga platser (Locality) i Sverige borjar pad en vokal?

(b) Hur manga av dessa ligger i Skane (County)?
Vilken “County” i Sverige har flest platser (Locality) i datan svenska-stader.csv?
Vilka 100 platser (Locality) ligger mest i norr i Sverige?
Vilka 100 platser ligger ndarmast Nyndshamn, Stockholm?

Hur manga stdder i US har bade militdr och dr “incorporated”? (Svaret dr inte
0. Men ifall du far 0 som svar, tar reda pa varfor!)

Hur manga ZIP-nummer har alla stdder i Texas?

(a) Vad ar medelvérdet pa invdnarantal for alla stader i US?
(b) Vilken stad har ett invanarantal som ligger ndrmast medelvéardet?
Finns det fler invanare i Vistra-USA, eller Ostra-USA?

— Extra. Placera ut alla stiader i Sverige/US pa ett koordinatsystem péa ett bra
satt med hjalp av matplotlib.pyplot.


https://github.com/hairez/mattekollo-2023

Ledtradar: https://github.com/hairez/diploma-project/blob/main/code/
tsp/data/manual_testdata/csvDataRetriever.pyochhttps://github.com/hairez/
diploma-project/blob/main/code/visualizer/plotTestdata.py

— Exfra. Andra storleken pé alla punkter i koordinatsystemet s att storleken
pa punkterna representerar invanarantalet.

— Extra. I uscities.csv finns det data av stdder i USA som ligger relativt
langt borta fran alla andra punkter. Lista ut vilken del av USA de tillhor, och
filtrera ut dessa ur datan.

— Extra Extra. Googla upp data pa ndgot annat som du vill understka. Skapa
nagon sorts graf eller placera ut datan pa ett koordinatsystem.

g4/004-sweden.in

580000 -

660000

540000 -

520000 -

500000 -

580000 -

560000 A
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3. Al for spel med perfekt information

19 juli

Under den hér lektionen sa kommer vi att skriva en Al som spelar ett bradspel.
Den hér guiden kommer att utga fran schack som spel, men ni far 4ven gora det
for andra spel om ni tycker att det &r roligare. Vi kommer att lagga fokus pa Al-
delen. Darfor kommer vi att anvdnda python-paketet chess och att gora allting
textbaserat till att borja med.

Representation av spelet

For att kunna testa varat program sd dr det valdigt viktigt att skriva kod som
skoter reglerna for spelet, och som gdrna kan visualisera hur spelet ser ut. Ni
far sjdlva vilja vilket spel ni vill skriva en Al for. Ett exempel pa ett spel ni kan
skriva en Al for dr schack. Gor ni det i python sa kan ni importera paketet chess,
och bygga koden for Aln pa det. Véljer ni ndgot annat spel sa ar det bra att vélja
ett spel som det redan finns kod for online eller som ni snabbt kan skriva ihop.
Idag ska vi ligga fokus pa Al-delen, och férsoka undivka att bli fast med buggar
i sjdlva spelet.

Har &r ett exempelprogram for hur ni kan skriva ut alla mojliga drag fran
startstdllningen i schacknotation:

import chess
board = chess.Board()
print (board.legal_moves)

Det finns d4ven manga fler funktioner som stods av paketet chess. Fér mer in-
fo kan ni ta en titt pd https://python-chess.readthedocs.io/en/latest/, eller
googla pd ndnting i stil med python chess.

Game loop

Skriv ihop ett program som visualiserar spelbrddet och tillater anvandaren att
spela spelet genom att skriva in drag som text. Programmet bor lata anvéandaren
skriva in ett drag i taget som en strdng och sen skriva ut ett uppdaterat brade.
Ifall spelet tar slut (ndgon vinner, eller att det blir oavgjort) sa bor erat program
skriva ut det.

Ifall ni vill, sd far ni ldgga in logik for att kolla att det anvdndaren skrev in ar
ett giltigt drag sa far ni gora det, men det ar inte ett krav.

Aln som ena spelaren

Uppdatera erat program sa att Aln spelar for ena spelaren och gor helt slum-
pade drag.

Implementera en heuristikfunktion for att avgora ungefar hur bra en stillning



ar. Anvand sedan denna heuristik for att avgora vilket drag Aln ska spela. For
tillfallet kommer vi inte att gora ndgon rekusion. Istdllet kommer vi bara att titta
pa vilka stédllningar Aln skulle kunna na. Utifrdn heuristiken sd ska Aln sen vélja
det alternativ som ser bast ut dd. Aven med en vildigt enkel heuristik s& bér ni
marka att AIn kommer att ta pjaser om den far chansen. Testa!

Implementera minimax (eller negamax). Ni bor skriva det som en rekursiv
funktion som tar in ett state (ett board objekt) samt ett maxdjup som ni far so-
ka till. For forsta anropet till funktionen sa far ni vélja ett maxdjup som gor att
funktionen tar max en sekund att kora klart. Ju hogre djup ni viljer, desto béttre
kommer Aln att spela, men den kommer dven att ta langre tid.

Efter att ni har sdkerstillt att eran kod fungerar, sa ar det dags att lagga in
alpha-beta pruning till eran kod. Ifall ni gor rédtt s kommer ni méarka att detta
snabbar upp Aln vildigt mycket, vilket tillater er att 6ka maxdjupet for rekursio-
nen.

Nu ar det dags att lagga in ett tidsgrdans som Aln far anvanda per drag istdllet
for att utgd ifrdn en maxgrans pd antalet rekursioner. Det &r ju svart att veta hur
lang tid datorn kommer ta att soka igenom alla mojliga drag for ett visst djup.
Dérfor kommer vi anvdnda en metod som heter iterative deepening. Tanken &r
att vi forst sdtter maxdjupet till 1. Ifall vi hinner s6ka igenom allting till det djupet
sd Okar vi maxdjupet till 2 och kor om algoritmen igen. Hinner vi klart med det
sa okar vi maxdjupet till 3 och kor om allting igen osv.

Vid nagot tillfdlle s kommer vi att 6ka maxdjupet for mycket, och dd kommer
vi kanske behova vénta lange pd att algoritmen blir klar. Darfor dr det bra att
lagga in kod pa flera stédllen som kollar ifall Aln har anvéant for mycket tid. Sa
fort vi méarker att vi har anvant for mycket tid sd kan vi avbryta sokningen. Vi
kommer dé att sldnga bort det drag vi hittar som det bdsta, och anvdnda det vi
hittade frdn den tidigare sokningen.

Om ni har kommit sd hédr langt har ni férmodligen en Al som spelar hyffsat
ok. Det finns dock flera forbéattringar vi kan gora. Forst och framst kan man alltid
jobba pa att forbdttra heuristiken. Men forrutom det sa finns det flera metoder
som kan forbéttra Alns formaga att spela spelet. Ett par vanliga metoder som ni
kan googla pa ér:

* Move ordering.
* Transposition table.

* Quiescence search. (Kanske mest applicerbart for schack)
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4. GPT-4 och andra externa APIl:er

20 juli

Skriv ett program som frdgar anvdndaren om ett grunddmne och skriver ut
dess kemiska beteckning? Till exempel om man fradgar om syre ska programmet
svara bokstaven O.

Skriv ett program som svarar pa regissorer till olika (kdnda) filmer?

Gor en FORK-prompt till GPT for att svara pa antingen vilken dag det dr idag,
eller vem som har namnsdag idag.

Iy 7”7

Skapa en return-prompt till GPT som ger vilken dag (“idag”, “imorgon”, “pa
torsdag”) personen fragar efter (om den inte frdgar om en specifik dag sd ska den
svara "idag”). Anvand sedan detta svar i python for att rdkna ut datumet som
man ska skriva ut namnsdagen for.

Skicka med dagens datum i kontexten sa att GPT sjdlv rdknar ut vilket da-
tum man vill veta namnsdagen for. Dd ska man bade kunna frdga om “Vem har
namnsdag imorgon?”, men ocksd “Vem har namnsdag den 18e juli?” eller ”"Vem
har namnsdag pa julafton?”.

Bonus, testa med t.ex. 6e januari och uppdatera er join() sd den fungerar
béttre?

Skriv ett program som listar namnet pa alla badstillen i Linképing. Anvand
foljande API:

http://waterqualityobserved.linkoping.se/api/vl/WaterTemperature?
api_key=fadae3blcda840d0b58d498a367dc4ca

For att t.ex. hdmta temperaturen for bara Amundebobadet kan du skriva in
dess ID (som du far fran féregdende anrop):

http://waterqualityobserved.linkoping.se/api/v1l/WaterTemperature/
3590beee-acd8-4e39-aab1-0d5199be13997api_key=fadae3b1lcda840d0b58d498a367dc4ca

Be anvédndaren om en badplats och skriv ut dess vattentemperatur. Du kan
borja med att anvdndaren maste skriva exakt namnet s som det ges av APlLet,
alltsd t.ex. “Johannelundsbadet Stangan”.

Men utveckla detta vidare sa att man med hjdlp av GPT kan fradga mer fly-
tande, som “"Hur varmt &dr vattnet i Johannelundsbadet?”, eller till och med "“Jag
skulle vilja bada i Hjulsbro, hur varmt ar det?”.

Kombinera ovanstdende sa att den kan svara pd bdde vem som har namnsdag
idag, och vad vattentemperaturen dr? Anvand en FORK-prompt forst, for att se-
dan gora ratt APLanrop, du kan dven ldgga med badtemperatur eller namnsdag
i kontexten till en sista prompt for att svara pa fragan med hel mening.



5. Webbutveckling

23 juli

Skapa en valfri hemsida, den kan handla om dig sjdlv, mattekollo, ditt favo-
ritsportlag, ditt husdjur eller vad som helst. Anvidnd géarna ldnkar, bilder och ru-
briker.

Forsok efterlikna sidan som é&r i figur 5.1 sd noga som mojligt. Med bade CSS
och HTML.

Upper left corner

pper right corner

Centered heading

Lower left corner ower right corner

Figur 5.1: Boxar

Skapa en knapp som man “inte” ska trycka pa och en annan knapp som man
ska trycka pa. Om man trycker pa fel knapp ska flera pop-up rutor komma fram,
med innehall i stil med: “Jag sa tryck INTE har, lar dig att lyssna...”, “Jag varnade
dig... Tryck inte pd OK den hér gangen, s& gar det battre. For de som ar déva (blin-
da) tar jag det igen. TRYCK INTE PA OK”, “OK, detta ér det sista meddelandet.”,
"HA! HA! HA! HA! HA! Kénn dig blast, det var inte det sista...”

Trycker man pa ratt knapp kan det ocksd komma upp rutor: "Tack for att du

tryckte har...”



— Valfri, skippa om du vill. Skapa foljande:

a) Gor en funktion som heter prank. For att denna funktion ska anropas ska
man trycka pd en lank i sidan dér det star radera din harddisk...

b) Nar funktionen kors ska det komma upp en frdga som fragar om man vill
radera harddisken (vill du radera din harddisk?). Alternativen dr OK och
Cancel

c) Trycker man pa OK sd ska webblédsaren fraga vilken drive man vill radera
(vilken drive vill du radera?). Besokaren ska fé fylla i ett falt vilken drive
han vill radera, drive C ska vara det som forst ska vara ifyllt.

d) Vad man dn trycker pd sd ska en ruta sdga att det inte gar att radera sin
harddisken (du kan inte radera din harddisk.).

e) Skulle man i borjan trycka pa Cancel sa ska en ruta sdga att det inte gar att
radera sin hdrddisken (du kan inte radera din harddisk.) (precis som forut
alltsa).

Skapa en inloggningsruta med l6senord som visar dig en hemlig del av sidan.
Kanske genom att ldnka dig till en dold sida, eller genom att visa en pop-up med
hemligt information

Gor en norsk minirdknare. Om man till exempel skriver in enkla tal som 0+0,
1+1 eller 0*0 sa ska den lagga ihop och fa problem. Testa till exempel den jag la
upp pd www.technox.se/norsk.html

Gor ett spel ddr man ska gissa talet mellan 0 och 100. Det skrivs ut i en tex-
tarea vad du nyss gissar, huruvida det var for stort eller for litet, och totalt antal
gissningar. Forslagsvis skrivs gissningen in i ett <input type="number” /> filt.

Lat sidan visa en random katt, genom att anvidnda Math.random(); Katter kan
ni t.ex. ladda ned hér: www.technox.se/katter.zip Kanske ha en sida som visar
“Dagens katt”, alltsd har en specifik bild for varje veckodag.

—Extra. Ladda ned filerna fran denna sida www.technox.se/mattekollo_webbl.
zip. Skapa CSS filen och forsok att styla sidan for att bli sd lik figur 5.2 som moj-
ligt. Du far inte d&ndra ndgot i HTML filen.

— Extra. Vilj en sida pa nétet och forsok hdarma den. Nagra forslag:
a) www.vaxtia.se
b) www.savannen.com
c) sites.google.com/view/lisalokteva

d) www.roysmatobar.se
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Text on Header with
background image

Image post 1

Lorem ipsum dolor sit amet, consectetur adipisicing elit, sed do elusmod tempor
incididunt ut labore et dolore magna aliqua. Ut enim ad minim veniam, quis
nostrud exercitation ullamco laboris nisi ut aliquip ex ea commodo consequat.
Duis aute irure dolor in reprehenderit in voluptate velit esse cillum dolore eu
fugiat nulla pariatur. Excepteur sint occaecat cupidatat non proident, sunt in
culpa qui officia deserunt mollit anim id est laborum.

Image post 2

Lorem ipsum dolor sit amet, consectetur adipisicing elit, sed do eiusmod tempor
incididunt ut labore et dolore magna aliqua. Ut enim ad minim veniam, quis
nostrud exercitation ullamco laboris nisi ut aliquip ex ea commodo consequat.
Duis aute irure dolor in reprehenderit in voluptate velit esse cillum dolore eu
fugiat nulla pariatur. Excepteur sint occaecat cupidatat non proident, sunt in
culpa qui officia deserunt mollit anim id est laborum.

Figur 5.2: En exempelsida
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— Extra. Du ska nu skapa ett bildspel for katter. Du kan anvéanda bilderna i
denna zip-fil om du inte vill googla fram egna katter. www.technox.se/katter.
zip

a) Skapa en hemsida (HTML och CSS) som ser ut som figur 5.3a.

LACEERAER
(a) Bildspel (b) Beskrivningar (c) Tumnaglar

Figur 5.3: Bildspel

Nu ska du gora bildspelet interaktivt. Implementera foljande med hjilp av
JavaScript, HTML och CSS:

c) Skapa trianglar till hoger och véanster om bilden som reagerar nir anvanda-
ren for musen dver dem. Du kan till exempel dndra genomskinlighet, farg,
storlek etc.

d) Andra formen av muspekaren till en hand, detta hjilper anvindaren att for-
std att hen kan klicka pa triangeln.

e) Andra bilden som syns i mittenrutan nir anvéndaren klickar p4 trianglarna.
Bildspelet ska loopa, dvs nédr anvandaren klickar pd show next imageoch
den sista bilden visas sd ska bildspelet borja om med att visa den forsta
bilden igen.

f) Forsok att gora koden enkel att modifiera sd att fler (eller farre) bilder kan
laggas till enkelt. Anvand till exempel en array/lista for bilderna.

g) Lagg till bildbeskrivningar pa bilderna i en semitransparent box dver bilden.
Se figur 5.3b

h) Gor sa att beskrivningen bara syns ndr man hovrar 6ver bilden.

i) Lagg till tumnaglar for alla bilder i bildspelet under den storre bilden. Du
ska markera den bild som visas just nu, genom att till exempel ldgga till en
vit ram runt den, eller ndgon annan markor. Se figur 5.3c. Anvdand mindre
bilder (farre bytes) som tumnaglar sd att sidan laddas snabbare (finns i zip-
filen med katter).
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6. Dynamisk Programmering (Curie)

23 juli

Vad ér Dynamisk programmetring?

Dynamisk programmering dr huvudsakligen ndr man optimerar en rekursion pa
ett effektivt sdtt sd att det tar farre berdkningar att fa fram det man vill berdkna.
Det ar mest effektivt nédr ett problem kan l6sas i mindre delproblem.

f{E}\
f(5)
/
f(4) /f{3]'
f(2) f(4)
e ) WS N e e
FAAN Ve \f{Z} f(0) LN
fO i) g AN f0) 1) gy /ftz}\
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Sekvenser:
Givet ett positivt heltal n, berdkna n!.

Fibonacci:
(a) Skapa en rekursiv funktion som kan rdkna ut det n:te Fibonacci talet.
(b) Lagg till en memoisering i det rekursiva funktionen.
(c) Los problemet med en iterativ process istéllet.

Fa 100 poédng pa foljande problem: https://open.kattis.com/problems/triolingopush

Ett DP-trad?:

Givet ett rutndt med n rader och m kolumner. Om du borjar i rutan i det dvre
vanstra hornet, sd fdr du antingen flytta dig nedat, eller at hoger. Berdkna antalet
olika satt du kan ta dig till det nedre hogra hornet.

Samma problem som problem 4, men vi kallar koordinaterna fér hornet langst
ner till hoger (1,1), och rutan lingst upp till vanster har koordinaterna (m,n). Man
far fortfarande endast rora dig nedat eller at hoger, men du fér inte ga pa rutor
vars koordinater (x,y) uppfyller x —y =3 (mod 7).

https://open.kattis.com/problems/tight
https://open.kattis.com/problems/gourmeten

https://open.kattis.com/problems/variedamusements


https://open.kattis.com/problems/triolingopush
https://open.kattis.com/problems/tight
https://open.kattis.com/problems/gourmeten
https://open.kattis.com/problems/variedamusements

DP i listor:

Givet en lista @ med 0 < N < 103 heltal och elementen [ag,a,--- ,ay], far du
vdlja ut en delméangd ur listan a sé att den nya listan har elementen [a;,,a;,,- - ,a; ],
men dven att i; <ip < --- < i, samtidigt som a;, < a;, < --- < ;. Hitta den storsta
antalet element som kan finnas i en sadan lista.

Till exempel skulle en lista med flest antal element som dr delmédngd ur a =
[10,2,5,20,6,15,12] vara [2,5,6, 15].

https://open.kattis.com/problems/skolvagen
https://open.kattis.com/problems/centsavings

https://open.kattis.com/problems/trainsorting

Blandade exira uppagifter:
https://open.kattis.com/problems/nikola
https://open.kattis.com/problems/mailbox
https://open.kattis.com/problems/knapsack
https://po2punkt0.kattis.com/problems/pocamp23.botfoll

Harry’s gémda arkiv:
https://open.kattis.com/problems/dutub/en
https://open.kattis.com/problems/downpayment
https://open.kattis.com/problems/welcomehard
https://open.kattis.com/problems/exactchange?2
https://open.kattis.com/problems/colorland
https://open.kattis.com/problems/mububa
https://open.kattis.com/problems/silverstarstandsalone

https://open.kattis.com/problems/applescherriesmangos
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https://open.kattis.com/problems/welcomehard
https://open.kattis.com/problems/exactchange2
https://open.kattis.com/problems/colorland
https://open.kattis.com/problems/mububa
https://open.kattis.com/problems/silverstarstandsalone
https://open.kattis.com/problems/applescherriesmangos

7. Introduktion till C++

24 juli

Under dagens lektion kommer vi att gd igenom lite om hur man skriver kod
i C++. C++ dr ett valdigt kraftfullt sprdk, och det kan dérfor vara nice att ha at-
minstone testat pa det. Tidigare har vi ju mest fokuserat pa python pa mattekollo,
men ifall man till exempel vill skriva ett vdldigt stort program, och/eller vill att
det ska kora snabbt pa datorn sd dr C++ kanske ett battre val.

Korta uppgifter for att komma igdng

Skriv ett program som ldser in ett heltal fran stdin. Skriv ut summan av alla
positiva heltal som dr delbara med 0, men som dr mindre &n det tal du skrev in.
Hur lang tid tar det att kora ditt program for olika stora tal? Forsok att hitta hur
hogt du kan komma ifall ditt program ska kora i cirka en sekund. Ifall ni vill s&
kan ni jamfora det med python for att f4 en intuitiv forstaelse for hur snabbt det
kan gd i C++.

Skriv ett program som ldser in ett heltal och skriver ut det tecken som har
samma ascii-vdarde som det tal du skrev in.

Datastrukturer i C++

Det finns en hel del datastrukturer i C++ som &r del av standarbiblioteket. Vi ska
nu testa att gora ett par smasaker med varje for att se hur de kan anvéindas.

Skriv en funktion som konkatenerar tva stycken vectors. Testa att kora funk-
tionen med ett par olika vectors och skriv ut resultatet for att se till s& att det
fungerar.

Skriv en funktion som anvédnder sig utav en map for att rakna ut hur manga
ganger varje sak forekommer i en vector. Funktionen bor ta in en vector som
input och returnerar antingen en map eller en unordered_map dédr ni mappar varje
element till dess frekvens.

Skriv ett program som forst ldser in alla element som anvandaren skriver in
via stdin och ldgger in dem i ett set. Kolla sedan upp vilket tal som dr ndrmast
26. Tips: det finns ett par funktioner som heter lower_bound och upper_bound for set.
Kolla upp dem online for exempel pa hur man kan anvanda dem ifall det behovs.

Testa nu att byta ut ditt set till ett unordered_set. Varfor fungerar det inte langre?

Referens eller inte?

I C++ kan vi antingen skicka variabler till en funktion som en referens eller som
en kopia. Vilket som &r bést att anvanda beror pd vad vi vill gora. Nu ska vi
utforska lite exempel dédr vi 6var pa detta.

Skriv en funktion som gor att foljande kod fungerar:



vector<int> v({1,2,3,4,10,20,30,40});
get_5th_element(v) = 110;

Skriv en funktion som riaknar ut summan av varannat element i en vector.

En egen datastruktur

Skriv en struct for en matris som innehaller doubles. Representera din matris som
en vector av vectors for att gora det sd latt som mojligt. Din struct bor innehalla
foljande saker:

Minst en konstruktor sa att ni kan skapa en matris dér ni anger hur hog och
bred den ska vara.

En funktion som returnerar det element som finns pa rad i och kolumn j i
matrisen. Ni far sjdlva vélja om ni vill returnera detta som en referens eller inte.
Det beror pa vad ni tycker dr mest praktiskt for anvandning senare.

En funktion som adderar ihop tvd matriser och en annan funktion som sub-
traherar tvd matriser. Tips: ni kan anvdnda en hjilpfunktion for att minimera hur
mycket kod ni maste skriva.

En funktion som skriver ut varje rad av matrisen.

Ovningsuppdgifter pa kattis

Har kommer ett par uppgifter pa kattis dar ni dels kan trdna lite mer pd att skriva
kod i C++ och dér ni d&ven kan 6va pd eran problemldsningsféormaga. Ifall ni inte
vill skriva in hela url:en i webbldsaren sa kan ni &ven stka pa den sista delen av
url:en direkt pa kattis.

https:/ /open kattis.com /problems/annoyedcoworkers
https:/ /open.kattis.com/problems/anotherbrick
https:/ /open kattis.com/problems/anotherdice
https:/ /open kattis.com/problems/eulerianpath
https:/ /open.kattis.com/problems/beeproblem

https:/ /open kattis.com/problems/maxcolinear
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8. Pussellosare

24 juli

Under dagens lektion ska vi konstruera en pusselldsare till ett lampligt logikpus-
sel. Ni vér vilja vilket pussel ni vill 16sa, men littast ar formodligen klassiska
pussel sa som sudoku. Till att borja med kan det 4ven underlitta att begransa
pusslets storlek (t.ex. sudoku pa ett 4 x 4 rutndt). Ni kan dven vélja ut ett valfritt
pussel fran kluringtdvlingen och skrive ett program som loser det.

Representation av pusslet

For att kunna 16sa ett pussel kravs forst att vi kan representera pusslet i da-
torn. Vilj ett spel och leta upp ett exempel av erat pussel online. Skapa en textfil
som innehdller en textversion av pusslets innehdll (tank pd att all information om
pusslet maste bevaras i textfilen ni skapar. Dvs ni maste kunna 16sa pusslet enbart
utifrdn den information ni sparar i textfilen). Ifall ni skriver en 16sning f6r sudoku
sd dr det formodligen ldttast att representera pusslet som ett rutnédt med siffror i
sig.

Skriv kod for att ldsa in textfilen ni precis skapade. Se sedan till att eran kod
lagrar information pa ett lampligt satt. T.ex. kan ni spara en sudoku som en matris
av siffror. Ifall ni har ett mer komplicerat pussel kan ni exempelvis spara mer
information med hjélp av en klass.

Da erat program kanske blir ganska langt under denna lektion kan det vara
smart att dela upp programmet i funktioner. Ni maste inte, men det dr smart att
ha en funktion som skoter inldsningen.

Skriv en funktion som skriver ut pusslet pa ett fint satt. Tank pd att det ska
vara latt att ldsa, sa att ni snabbt kan kontrollera ifall det ser ritt eller fel ut. Ni
kommer senare att anvdnda den har funktionen for att skriva ut era losningar.
Ifall ni har buggar och liknande sd &r det d&ven bra med en print funktion for att
debugga vad erat program testar for nanting.

Testa att erat program hittills fungerar. Kan ni ldsa in en textfil med ett pussel
och sedan skriva ut samma sak?

Losaren

Nu dr det dags att skriva kod for att faktiskt 16sa pusslet. Vi kommer gora detta
genom en rekursiv funktion som “gissar” upprepade ganger. Ifall en gissning
leder till att det blir omgjligt att 16sa pusslet efterdt, kan vi dd konstatera att den
gissningen var dalig. Trotts att det finns en otroligt stor midngd alternativ att gissa
pa dr forhoppningen att vi kan fa ett snabbt program. Detta kommer vi att uppna
genom att gissa pd ett smart satt.

Till att borja med behover vi ett sétt att avgora ifall pusslet dr 16st eller inte.
Skriv en funktion som avgor detta. Funktionen bor returnera True ifall pusslet



ar avklarat och False annars. Utan denna funktion skulle var l9sare inte veta nar
den ska sluta gissa.

Skriv en solve-funktion. Givet ett pussel ska denna funktion returnera True
ifall det gar att 10sa pusslet. Ifall det gar att 16sa pusslet ska d@ven pusslet uppda-
teras. Ifall pusslet inte gar att 16sa ska ni returnera False och pusslet ska inte ha
forandrats.

Som exempel, 14t sdga att ni har valt att representera en Sudoku som en 9 x 9
matris. Innan ni anropar solve-funktionen kommer det da att finnas vissa delar
av matrisen som inte &r ifyllda. Ifall eran solve-funktion returnerar True bér ma-
trisen vara helt fylld med siffror i slutet. Ifall funktionen returnerar False bor ma-
trisen fortfarande ha ofyllda delar i slutet.

Inuti funktionen: vdlj den tomma ruta som &ar hogst upp. Ifall det finns fler
tomma rutor som delar plats som hogsta, ta den som ér langst till vianster utav
dem. Loopa sedan igenom alla méjliga alternativ fér den rutan och anviand dem
som gissningar, ett i taget. For varje gissning: fyll i rutan med eran gissning och
gor sedan ett rekursivt anrop till solve. Ifall solve returnerar False, testa ndsta
alternativ osv. Ifall inget av alternativen fungerade, returnera False.

Testa att kora erat program. Vad hdnder? Varfor? Finns det ndgot vi kan gora
battre?

Ifall ingenting verkar hinda kan det vara bra att férsoka leta reda pa varfor
det ar fallet. Antingen har ni en bugg nanstans i eran kod, eller sa kanske detta &r
forvantat.

Ifall erat program klarar av att 16sa uppgiften dr det vart att tinka pa ifall tiden
det tog kdnns rimlig. Testa med ett par olika pussel av olika svarighetsgrader.

Skriv en funktion som raknar ut ett bra stélle att gissa pa. Ni far sjdlva vélja vad
som menas med bra, men funktionen bor returnera den ruta ni tror dr smartast
att gissa pa.

Modifiera solve-funktionen sa att den gissar pd eran “smarta ruta” som ni

raknade ut i férra uppgfiten.

Testa aterigen att kora erat program. Lyckas ni 16sa pusslet? Hur lang tid tar
det? Ifall eran kod inte l9ser pusslet inom en hyffsat kort tid dr det formodligen
dags att gora tva saker: felsoka koden och hitta smartare rutor att gissa pa.

Mdtning av programmets férméaga

Nu nér vi har ett program som klarar av att 16sa vart pussel dr det dags att se
hur mycket det klarar av. Klarar den av dven de svéraste pusslena? Hur manga
pussel kan vi 16sa inom ett kort tidsintervall?

Infor en raknare for antalet rekursiva anrop som gors. Detta kan vara en
global variabel som uppdateras i borjan av varje solve-anrop. Detta kommer ge
ett matt pd hur bra vara gissningar &r: ju farre anrop, desto bittre gissningar.

Kor programmet pd ett par pussel och tajma hur lang tid det tar. Skriv dven
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ut hur médnga anrop till solve som gors.

Extra problem

Forsok att f4 ner antalet rekursiva anrop sd langt som mojligt. Tank dock
pa att programmet fortfarande ska vara minst lika snabbt. Det &r ju inte vért att
skriva en “smartare” algoritm ifall den ar langsamare.

Leta upp ett liknande pussel till det pussel du lyckades 16sa. Till exempel om
du valde sudoku kan du nu testa att 16sa diagonalsudokus (vanliga sudokureg-
ler forutom att diagonalerna dven maste innehdlla alla tal fran 1 till 9 exakt en
gang). Kopiera din l9sare till en ny fil. Har du strukturerat koden pa ett bra satt
behover du endast dndra pa den funktionen som kollar ifall pusslet dr 16st och
den funktionen som letar upp var du ska gissa.

Efter modifieringarna, testa ifall programmet klarar av den nya typen av pus-
sel.

Vilj en typ av pussel som inte gar ut pa att fylla i ett rutndt med siffror. Till
exempel nonogram eller staketpussel (slitherlink péd engelska). Vad behéver man
nu dndra pa for att 16sa ett sddant pussel? Tank lite och forsok sedan att skriva en
l6sare pa liknande sdtt som tidigare.

Kan man anvénda en 18sare for att skapa pussel? Forsok tanka ut ett sétt att
modifiera din kod sa att du producerar pussel istéllet for att 16sa pussel. Hur kan
du modifiera svarighetsgraden pd de pussel du skapar?
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&ftet innehdller lektionsmaterial frdn tre
nivdindelade grupper i badde matematik
(&k 6-8, medel, avancerad) och
programmering (Ada, Babbage, Curie).

Tack till alla ledare och deltagare!
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